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Hemos procurado en estas lecciones -—deciamos en la primera 
edición— precisar los conceptos fundamentales con la mayor clari- 
dad y concisión posibles, sin entrar en cuestiones de interés pura- 
mente teórico, ni en casos singulares poco frecuentes, o aludiéndolos 
apenas en las notas impresas en letra menuda, dedicadas а los lecto- 
ves más curiosos, que desean ampliar su horizonte de conocimientos, 

No es ocasión de exponer cuáles deben ser las caracteristicas de 
un curso dedicado а la enseñanza de técnicos, para quienes la Mate- 
mática es un medio у но un fin. Después de laboriosas discusiones 
habidas en Europa en reuniones internacionales diversas, Megúse en 
los comienzos del siglo a conclusiones concretas, entro ellos las si- 
guientes: 

La enseñanza debe ser siste: 
educación de la inteligencia єн ol razonamiento matemático; y no 
empirica, con carácter recetario, para la resolución de casos concretos. 


“Иса y lóyica, propendiendo а una 


De los problemas de existencia que tienen tanta importancia y 
dificultad pura cl matemático, (raices de lus ecuaciones, existencia 
de la derivada, de la función implicita, cte.J, sólo interesan al téc- 
nico los resultados y no las demustraciones. 

De los métodos de resolución te 
nas si son demostraciones de existencia, sólo importan los que con- 
ducen rápidamente «l resultado apctecido, con aprorimación sufi- 
ciente, 

Además de los ejemplo 
aprendidos, es conveniente tratar los problemas y magnitudes que 
se presentan en las ciencias fisicas, para Henar el vacio que el 
ingeniero satido de las aulas suele encontrar entre ta Matemática abs- 
tracta y la realidad concreta. 


ica, muchos de los 


cuales ape- 


abstractos, para ejercitar los métodos 


El graficismo, la intuición geométrica son los recursos esencia: 
les del técnico рата la visión de los fenómenos en su conjunto, para 
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adivinur las soluciones y calcularlas aprozimadamente; pero la in- 
tuición por sí sola es fundamento demasiado inseguro para apoyar 
las demostraciones y conceptos fundamentales: Con dibujos y Ua- 
mamientos а la intuición sc puede probar, con apariencia de verdad, 
cualquier resultado falso. 

Cuando la demostración convincente, esto es, aritmética, sea de- 
masiado laboriosa, debemos omitirlu, conformándonos con una re- 
presentación gráfica que dé cierta verosimilitud al teorema; quien 
desec conocer la demostración, deberá acudir a los tratados de 
Anális 


Ема cuestión del método nos conduce al discutido punto del 
rigor, N? falta quien opina que el rigor, es decir, la precisión y la 
claridad, son exigencias del matemático puro y que la mento del in- 
geniero puede llenarse con vagos juegos de palabras, de sabor me- 
tafísico, que disimulen la oscuridad del pensamiento. 


Repase cl lector las antiguas definiciones de curva, de tangente, 
de infi о. de diferencial... y después de larga cavilación sobro 
los puntos сохвкситауов de una curva, sobre el infinitésimo que ni 
es cero mi liene valor ninguno, sobre los infinitésimos que se despre- 
cian sin alterar la cractitud del resullado, deberá descansar en la 
fe y aceptarlo todo como dogma. 

Al cabo del tiempo se pusicron en claro todos estos conceptos; 
la Matemática dejó de ser Metafísica para hacerse Aritmética, es đe- 
cir, clara, sencilla, limpia de nebulosidades y libre de discusiones. 
Pues bien: nadie como el técnico, que ha de manejar realidades y no 
abstracciones, debe ser exigente en claridad y precisión; nada más 
lejano de la Metafísica que el hierro y el hormigón. 

Una vez pasado ese obscuro túnel de los conceptos fundamen- 
tales, para entrar єн el campo de los desarrollos, ¿qué significado 
tienen esas palabras tan frecuentemente usadas en los antiguos tra- 
tados: número muy pequeño, número muy grande, números aprozi- 
mados?... Todo número es muy pequeño y muy grande, según con 
сий se le compare; dos números cualesquiera son aproximados. 


Sobre cslas palabras relativas, a las que se pretende dar valor 
absoluto, por desconocimiento del término de comparación, se basan 
esos cálculos ilusorios, en que lo despreciado vale más que lo conser- 
vado. El técnico no puede decir que un número es muy pequeño о 
despreciable, sin saber que se conserva inferior al límite de error ad- 
mitido; no debe usar ninguna fórmula sin conocer su límite de error, 
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esto es, sin saber сий єз cl número є que limita el error de la fun- 
ción cuando los de las variables son inferiores а un número б. 

Ahora bien; esta dependencia cntre los números e y 5 que con- 
diciona un incremento a otro incremento, no es sino la noción clara 
de APROXIMACIÓN SUFICIENTE, y ésta єз la esencia del rigor. Nadie 
como el técnico necesita este rigor; pura nadie єз tan necesario el 
SENTIDO DE LA АРКОХ N. Quien, ardiendo en fiebre de ezacti- 
tud, lega hasta apreciar las millonésimas cn un cálculo cuyos datos 
lienon solamente tres o cuatro cifras esuetas, y cuantas más cifras 
amontona más se aleja de la verdad, carece de exte sexto sentido, tan 
necesario al ingeniero como la vista al pintor. 


Cultivar el sentido de la aprosimación es ıl principal objeto 
de estas lecciones. 


He uquí algunas de las teorias agregadas єп ба 27 edición: asin- 
totus de las curvas planas. series de términos complejos, interpola- 
ión, teorema de Cauchy del valor medio y sus aplicaciones, fór- 
mulas de Frenet - Serret, lincas de curvatura y geodésicas, repre- 
sentáción de superficies, superficies regladas, envolventes de curvas 
y superficies, cálculo vectorial y sus aplicaciones cinemáticas y geo- 
métricas. funciones de varinble compleja. nociones de representación 
conforme, y multitud de ampliaciones en diversas teorins, especial 


mente en la de conuciones diferenciales. 


Ен esta 30 edición himos concedido ta vetensión que merece a da 


estudiada muy chementalmen- 


loria de la representación v 


te y hemos ampliado y aclarado diversos capitulos, como notará el 


lector: pero la mejora esencial estriba ен lus numerosas figuras que 
aclaran el testo y en lo agregación de varias Lecciones sabre (comu 
tria analitica del espacio. que serán bien recibidas por quienes no 
la hayan estudiado en cursos anteriores. 


NOTA SOBRE 


¿STA CUA 


TA EDICION 


Aunque hemos procurado con 
importantes las mejoras y adiciones incorporadas а esta edi- 
ción, gracias al aprovechamiento del espacio, que ha aumentado 
el contenido mucho más de lo que corresponde a las 40 páginas 
agregadas, muchas de ellas en composición densa y concisa. 

Nos propusimos, al redactar este Cálculo, desarrollar los tó- 
picos esenciales para las cion бп, con el rigor po 
sible dentro de los límites de y elementalidad que 
corresponden а tales cursos; у es obvio que rigor implica con- 
centración de pensamiento y abandono de imágenes intuitivas, 
rápidas pero engañosas. Quienes se conformen con ese criterio 
de verdad probable, podrán consultar con fruto el viejo libro 
de Appell, o nuestro Curso cíclico, donde todo es sencillo y con- 
vincente, mientras el lector no se percata del escaso valor de 
tales razonamientos. Son los propios técnicos quienes exigen 
rigor, que equivale a claridad, aunque lograda a más alto pre- 
cio; y por ello ha sido transformado radicalmente el citado libro 
francés, mejorando en cuanto al vigor, pero perdiendo toda su 
primitiva sencillo: 

No es tarea fácil la que nos propusimos desde nuestra pri- 
тега edición, de aleunzar el r caminos más breves y 
sencillos que los seguidos en tados más prestigiosos. 
Quienes lean el nuevo capítulo de Complementos de Cálculo in- 
tegral, pequeña ventana abier el Análisis moderno, 
comprenderán quizás el enorme que significa organi- 
zar el copioso material de esta obra, eludiendo el uso de Jas po- 
derosas herramientas, de costo: ición, con las cuales los 
matemáticos profesionales desarrollan cómodamente el Anûli- 
sis, distribuido en varios cursos, sin trabas de extensión, tiem- 
po ni esfuerzo, Para ellos todo es importante, porque su vida 
entera pende de la interminable cadena de diminutos eslabones, 
que forman esta sólida disciplina: y suprimir algunos de ellos 
es como atentar contra su vida, Mientras los ingenieros encuen- 
tran este libro demasiado científico y riguroso, recargado de 


pecto del libro, son 


la hacia 
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concisas informaciones de carácter superjor, impresas en letra 
menuda, nuestros cplegas matemáticos notan, en cambio, la fal- 
ta de muchos conceptos que juzgan capitales; pero el hecho de 
haber podido desarrollar tan amplio programa sin necesitarlos, 
ya indica que no son tan importantes como se figuran; y aun- 
que su uso depara sin duda satisfacción al profesional de la 
Matemática, no es precisamente ese placer intelectual, del que 
no participan los discentes, la finalidad de sus cátedras de pre- 
paración para otras disciplinas. 

Se impone, pues, el sacrificio de callar mucho de lo que se 
sabe, y con esta norma hemos accedido a tales sugestiones so- 
lamente cuando las aplicaciones ya logradas de ciertas teorías 
aconsejan ocupar en ellas a quienes tienen otro rumbo en la 
vida y mucho que estudiar en su profesión. 

Si apenas tenemos la pretensión de servir a sus necesidades 
matemáticas actuales, menos podemos pretender escribir un li- 
bro para los siglos venideros, en que sin duda tales teorías ma- 
temáticas, y otras que nacerán, habrán fructificado. 


BIBLIOGRAFIA. — Tratados rigurosos de Cálculo son ol Cours d'Ana- 
Пие infinitesimale de Vallec-Poussin, en dos volúmenes y el de Beppo Levi 
en un apretado volumen, titulado Analisi matematica algebraien vd infini- 
tesimale, De más fácil lectura son las 1 

de Pincherle y el Culcolo infivitesimal de Pascal. en tres pequeños volû- 
menes, con otro más de ejercicios críticos, y las Leshi di Ametis? mate- 
matica de Vivanti. 

Mús orientado hacia las aplicaciones es ol de i: Lezioni di Анана 
Matematica y el de Courant: D d Inteyintrechnnny cn dos 
volúmenes (hay traducción inglesa lo). asi como el de Cisotti 
Lezioni di Analisi matematica de tipo intuitivo, y el más elemental de 


pi dî Culevlo infinitesimate 


relia 


Los libros franceses de Mathema: 
carecen de todo vigor, como corresponde a tal grado d 
grandes tratados de Goursat. Hadamard, ot 
niendo уа conocidos los fun: 
cer en parte alguna, de modo 
mado por Valiron en tal sentido. 


armies...) 
anzai y юх 
с. se npoyan en ellos, supo- 
sin estable- 
sido rofer 


tos, En definitiv 
«lecuado, El i 


Casi ninguno de los citados se oeu 
los métodos gráficos y mecánicos: ninguno trat 
ble compleja, a pesar de sus importantes aplicaci 
lo tensorial. 


ÍNDICE DE ADICIONES 


A las observaciones de los colegas y discipulos Balanzat, Frenkel, Gas- 
par у muy especialmente Pi Calleja, se deben muchas de las mejoras in- 
truducidas. La revisión efectuada por este competentísimo profesor nos 
ha sido muy valiosa; y para corresponder fuerza hemos intercalado 
en el texto complementario, impreso itud de nociones, 
sin duda interes 
tando algo nuestra е 


A cambio de no aceptar todas las sugestiones de los lectores, que ha- 
brian dilatado desmesuradamen ‚ hemos agregado una bre- 
ve exposición del Cîleulo tensorial, tan abstrusamente tratado en general, 
que nadie se atrevió a sugeriznos tal ensayo, cl cual corresponde de lleno 
al criterio de utilidad que nos ha guiado. Este capítulo у el de Comple- 
mentos de Cálculo integral, son las novedades más importantes, 

Los lectores sin base adecuada que se inicien en el razonamiento rigu- 
roso a esta altura de xu vida, encontrarán sin duda alguna dificultad has- 
ta educar su mentalidad; по erecmos que encuentren тйк fáciles los libros 
rigurosos antes citados. Respondemos asi a una observación muy expli- 
cable de unos lectores, educados e el Cálculo newtoniano, gue preten- 
den saltar ágilmente vor encima de todo el denso y fecundo siglo XVIII, 
que separa ambas concepciones. 

La otra observación. muy reneval, se refiero a la escasez de ejercicios 
y a la concisión de los efemplos numerosos. Hemos creido que entre la 
somera lixta de ejercicios, copiados de cualquier colección, sin indicaciones 
para resolverlos, y el ejemplo desmenuzado hasta eliminar toda colabora- 
ción del lector, cabe езе tipo intermedio del ejemplo a medio aclarar, о 
del ejercicio a medio resolver, que vienen a ser la misma cosa. Se trata, 
pues, de una cuestión de rótulo; y esas lagunas que el lector encuentra 
en los numerosos ejemplos, donde debe caminar algún trecho sin anda- 
dores y lápiz en ristre, responden precisamente al fin que nos hemos pro- 
puesto. Hemos agregado además no pocos ejercicios nuevos al final de 
varias lecciones. 

He aquí la lista de las principales modificaciones introducidas: 


este volume: 


Сар, 1.-— Concepto de número real por el método más simple, — Fun- 
damento de la Geometría Analitica. — Ampliación del Concepto de fun- 
ción, con ejemplos, — Curvas algebraicas notables, con figuras, — Varia- 
ción de las funciones. — Funciones elementales, con sus gráficas, — Me- 
dida radial de ángulos (sin radián). — Aclaración del concepto de límite. 
Propiedades de los límites. — Teorema de las sucesiones convergentes. con 
sencilla demostración. — Definición de arco. — Operaciones con funciones 
continuas. — Perfeccionamiento de la clasificación de las discontinuas, 
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con ejemplos. — Demostración directa y sencilla del Teorema de Bolzano- 
Weierstrass. — Aclaraciones sobre infinitésimos e infinitos, — Ejercicios 
sobre límites indeterminados. — Perfeccionamiento del concepto de asin- 
tota y ejemplos. — Condición necesaria de la convergencia de series, — 
Ejercicios y eriterio de Cauchy. — Demostración del desarrollo en serie 
exponencial. 


Сағ. П. — Relación entre inclinación y pendiente. — Puntos angulosos, 
cuspidales, e inflexiones, con ejemplos y figuras, — Nueva demostración 
de la derivada de función compuesta. — Nuevos ejercicios sobre deriva- 
das, — Aclaraciones sobre el Tcorema del valor medio, — Ejercicios sobre 
Límites indeterminados. — Demostración del Teorema de Rolle. — Rec- 
tificación histórica sobre la regla de l'Hôpital. 

Car. Ш. — Fórmula de Leibniz. — Nueva demostración del orden de 
contacto. — Mejora de notaciones y figuras en la exposición del radio de 
curvatura. 


Car. ТУ. — Multiplicación de series por la Regla de Cauchy, — Am- 
pliaciones sobre el radio de convorgencia y mejora del Teorema (101). — 
Aclaraciones sobre funciones hiperbólicas 

Car. V.— Considerable ampliación del cáleulo de integrales racionales, 
dando para cada caso el método más conveniente, con ejemplos variados, — 


Propiedades fundamentales de las integrales definidas. =~ Nuevos eje 
plos de integrales elípticas, — Ecuación del péndulo simple, `- Aclaración 
de la fórmula de Simpson. -- Demostración rigurosa y sencilla de la de- 


rivación bajo el signo integral 
sobre la linen elástica, — М. 
nimetro. 


Ampliaciones de concepto y figuras 
de la exposición sobre la Teoría del plu- 


Сар. VI, — Aclaraciones, ejemplos y figur 


s sobre funciones periódi 


cas. — Interpolación trigonomótrica. — Simplificación del criterio para 
funciones especiales. — La demostr riguroza en el capítulo de Com- 
blementos. 

Complementos de Cálculo Integral. — Lema de Borel. — La continuidad 
uniforme. — Integración de funciones continuas. — Rectificación de e 
vas. -— Series e integrales sobre intervalo infinito. — Cálculo de Ja inte- 
gral de Gauss o Poisson. — Cri Mac-Lau - Convergencia ab- 
voluta y condicional. — Criterios de Abel y de Dirichlet. — Series fun- 
cionales. -— Convergencia uniforme; propiedades, — Relación de los coefi- 
cientes de Fourier de primitiva y derivada. — Teorema de unicidad. — 


Tipos Г y П de Series de Кош 


Car. ҮП. — Variación de la razón simple. — Noción de coordenadas plúe- 
Keríanas; ley de dualidad, — Fórmula del sero. -— Algebra tensorial: 
concepto de vector y de tensor; diadas, tensores de inercia y elástico. 


Cap. ҮП. — Aclaraci 


iones sobre las eudricas atal 


аз y puntos cicli- 


». IX. Entornos circulares. — Notación general de los puntos, — 
Continuidad de las funciones derivables. — Función con derivadas nulas. 
— Mejora de la derivación de funciones compuestas. — Concepto general 
de diferencial de Thomae. — Alusión al recíproco del Teorema de Euler. 


vor INDICE DE ADICIONES 


Derivadas sucesivas. — Fórmula diferencial de Taylor. — Mejora de la 
clasificación de los puntos de una superficie, — Extremos de variables 
ligadas. 

Car. X.— Demostración de la fórmula directa del radio de curvatura, 
— Aclaraciones sobre la curvatura de superficies. — Fórmula de Euler. — 
Definición de líneas asintóticas. — Aclaración del concepto de superficie, 
— Reordenación de la teoría de envolventes, — Teoría vectorial de super- 
ficies. — Cálculo diferencial absoluto. 


Car. ХІ. — Demostración rigurosa del cambio de variables. — Mejoras 
en Ja exposición de la teoría de momentos y rigorización de la teoría de 
las integrales curvilíneas. — Aplicación en Acrotécnica de las funcio- 
nes analíticas. 

Сар. XI1.—Método de la derivación para resolver la ecuación de Clairaut, 
— Complemento sobre factor integrante; su verdadero alcance. — 
Nota sobre ecuaciones incompletas е segundo orden, — Cálculo de una 
integral particular en las ecuaciones lineales completas. 

El índice alfabético ha sido completado, agregando los nombres de los 
matemáticos que aparecen єп el nuevo texto, con sus correspondientes 
fechas de nacimiento y muerte, Muchas figuras nue han sido interca= 
ladas y otras renovadas, para mayor cla 
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Funciones de una variable 


APITULO I 
LIMITES DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 
Lección 1 
CONCEPTO DE FUNCION 


‚ — Variables independientes. 

El problema de la medida de magnitudes conduce práctica- 
mente а números racionales del tipo == А,аБ... k; pero tanto en 
Aritmética como en Geometría se presentan expresiones decimales de 
infinitas cifras con signo +, o signo —. Tal sucede al extraer raf- 
ces, calenlar distancias, rectificar curvas, cuadrar superficies, ete. 

Número real es un símbolo + A, abed ... con infinitas cifras de 
cimales. Cuando éstas son nulas desde una en adelante, es sabido 
lente, euyo denominador sólo 
si la sucesión de 


cómo se obtiene una fracción equi 
contiene factores 2 y 5; más en ger fras es 
periódica, se obtiene ón equivalente enyo denominador 
cóntiene otros factores primos. El número irracional o inconmensu= 
rable es una expresión decimal іса, Por ej. V2, W4, л. 

Suponemos conocida la Aritmética de los números reales: suma, 
diferencia, producto y coviente (de divisor по nulo) conducen a 
otro número real; las operaciones de extracr raíces y tomar loga- 
ritmos de números positivos son siempre posibles en el campo real. 

Las operaciones aritméticas entre números reales tienen inter- 
pretación geométrica mediante puntos de una recta; y recíproca: 
mente, la Geometría de la recta se reduce al Algebra, gracias al con- 
cepto cartesiano de abscisa. Elegidos en la recta un origen O y un 
segmento OU como unidad, елда número real 4 está representado 
por un punto A tal que la medida del segmento dirigido ОА con 
la unidad OU es el número п. el cual se lama abscisa de A. Reci- 
procamente, cada punto de la recta tiene una abscisa real, y se Пата 
afijo de este número. 

Esta correspondencia entre los puntos de la recta у 
ros reales es el fundamento de la Geometría Analítica, 


a fraes 


o perió 


los núme- 


2 CONCEPTO DE FUNCION 


Es, por tanto, legítimo, usar lenguaje geométrico en el Cáleu- 
lo, sin menoscabo del rigor aritmético, que excluye apoyarse para las 
deducciones en imágenes intuitivas. Así, pues, cuando usemos las 
palabras: punto c; puntos a la derecha de c, puntos a la izquierda 
de с. cte., debe entenderse: número с, números mayores que с, nú- 
meros menores que e, ete. 

Dar una variable independiente с es dar el conjunto de valores 
numéricos, reales о complejos, que puede tomar. Solamente conside- 
ramos en este curso variables reales; y el conjunto de valores que 
cada variable puede tomar se llama su campo de variabilidad. 

La variable real x se Пата continua cuando puede tomar todos 
los valores comprendidos entre dos números a y b; o bien todos los 
valores mayores que un número а; o bien los menores que un nú- 
mero b; o finalmente cabe que pueda tomar todos los valores reales. 

Tales conjuntos de valores se llaman intervalos; en el primer 
caso el intervalo se lama finito y los números o puntos a y b son 
sus extremos; en los otros casos el intervalo se Пата infinito y tiene 
un solo extremo o ninguno. Los restantes puntos del intervalo se 
Патап interiores. Los intervalos definidos por las condiciones: 


a<r<b j r>a ; e< : 


amente así: (a.b), (a, ©). (— ,Ь) no de- 
biendo considerarse co como número, sino como símbolo convencio- 
nal para el crecimiento o decrecimiento indefinido de la variable. 

El intervalo se Пата completo о cerrado cuando en él se in- 
chuyen sus extremos. Los intervalos completos а 6226 ; 
aa ; 2<b se representan así: [a,b], [a, оо), (— œ, b]. 

Entorno de un punto æ es todo intervalo (a,b) al cual es inte- 
rior dicho punto. т. Suele tomarse simétrico, es decir, del tipo 
(2—d, z+ d) y el múntero d > 0 es su semiamplitud, o su radio. 

Las expresiones aritméticas en que figura una variable æ deter- 
minan el campo de variabilidad de ésta. Son los ejemplos más sen- 
cillos de función, concepto que definimos en (2) con la más ampl 
generalidad. 


so designan respecti 


Euro 1. — En la expresión Vx cl intervalo de variabilidad de z es 
250, pues para valores negativos no tiene valor real la raíz cuadrado. 

EseurLo 2. — En la expresión 1:2, 1а z puedo tomar cualquier valor по 
“xulo, pues Ја división por 0 carece де sentido; el campo de variabilidad de = 
ве compone de dos intervalos infinitos. 

EsmurLo 3. — En todo problema físico donde intervienen temperaturas 
eentígradas, el intervalo de variabilidad de éstas tiene —273* como extremo 
inferior, y el superior depende de la índole del problema. 


2. — Variables dependientes o funciones. 

Hasta los comienzos del S. XIX la palabra función era sinó- 
nima de expresión aritmética, incluyendo el paso al límite como ope- 
ración aritmética; pero ciertos problemas físicos obligaron а adop- 
tar este concepto, mucho más amplio, de Dirichlet: 

Desrvición. Se dice que la variable y es función de la variable 
independiente z si a cada valor de æ corresponde un valor de у, de- 
terminado por uña ley aritmética, geométrica o arbitraria. 


La palabra función equivale, pues, a variable dependiente de 
otra variable, También se usa la palabra función para designar a 
la ley de correspondencia y se representa por una letra: f, F, Ф, 
Ф,... llamada característica, que antepuesta a la variable æ indica 
las operaciones aritméticas, geométricas o arbitrarias que determi- 
nan el valor de y. 

Cada función de uso frecuente se suele representar por un sig- 
no especial, que suele ser abreviatura del nombre de la función; 
así, por ejemplo, el logaritmo, seno, coseno, tangente, colungente, de т, 
ве representan así: [r (logaritmo natural); sen r. сов, tgz, ctg r 

Lu palabra función se usa a vedes para las correspondencias en 
que cada valor de x determina varios de y; pero entonces se Лата 
función multiforme, y su estudio se hace descomponiéndolas en va- 


rias funciones. como veremos en fa lección siguiente, 
de función no tros clases do funciones, 


es, que xe reducen, como veremos, al primero. 


Hemos distinguido en la 
sino tres monos de definir fun 


Euros. -= Está definida aritmótieamento la f 
de cada valor de x во deduce el de y por la operació 
cuadrado. 

Está definida geométricamente 
presar también, como veremos, por u 
ticas combinadas eon el paso al Zim 


у=; pues 
itmética de elevar al 


п y = sent; pero so puedo ex- 
por operaciones aritmé- 


siguiente en el iutervalo [0,24]: 


Está definida arbitrariamente la funci 
y=x рма окаса 5 
л pura а е2 
0, y para хл. 
dada la correspondencia pér tres expresiones (y por ello 
cumo tres funciones en la Matemática culeriana) obtendremos 
expresión de tal correspondencia. 


ве e 
еп (160) эши s 


3. — Representación gráfica de las funciones. 

Una función y— f(z) puede representarse gráficamente por 
una escala rectilínea, llevando a partir de un origen O segmentos 
iguales a los valores de y, pero anotando en el extremo el valor со- 
rrespondiente de x. 
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s escalus quo forman la regla de cálculo es 
, la representación gráfica do la función 
log; pero si so quiere utilizar para el cálculo de logaritmos, deba nco- 
plarse una escala natural que sirva раға medir las distancias. 


El método más usado para representar gráficamente funciones 
es el de las coordenadas cartesianas; pero igualmente puede utilizarse 
cualquier otro sistema de coordenadas (polares, proyectivas, ...). 

La determinación de puntos de la gráfica da idea de la varia- 


m de la función, pero por 


muchos que sean es arriesgado enlazar- 
los por un trazo continuo, sin un previo estudio aritmético de la 
función, En cambio, hecho este estudio, bastarán pocos puntos pa- 


ra efectuar un trazado mu 
Tal estudio de las funciones, que haremos oportunamente, nos 

dará las propiedades fundamentales de continuidad y existencia de 

tangentes, que facilitan notablemente el trazado de la gráfica. 


aproximado, 


Four! Sen la función y = ra Az. 
Atribúyanse a л los valores —2, —1, 0, 1, 2, .... y dibûjese cl trazo que 
los une del modo que parece más ч y natural. Véuso después que tal di- 


bujo es absurdo, dando a = valores entro 0 y 1 
Hágase lo mismo con la función y – = 


4. — Funciones y leyes naturales. 

Los fenómenos naturales ofrecen ciertas dependencias entro 
unas y otras variables; enando esta «lependencia determina el valor 
de una variable mediante los de ot Ila se dice función de éstas. 

El valor numérico de una variable natural procede de una me- 
dida y, por tanto, adolece de un error; en realidad, nunca se tione 
un número, sino un intervalo, en que el valor está comprendido. Se 
comprende, pues, que la expresión aritmótica de las funciones na- 
turales es y será siempre aprozimado; y eabe por tanto, obtener mul- 
ada fı El problema capital de las 
es obten а cada fenómeno la ley 
matemática, esto es, la expresión más aproximada y más sencilla. 

Mediciones más exactas pueden descubrir en toda ley natural 
errores intolerables que obligarán a sustituirla por otra mejor. 


titud de expresiones para 
Ciencias naturales exact 


земаме, — El voh па cierta cantidad de gas no sólo depende 
do la presión, sino que está determinado por la presión, ві so supono fija la 
temperatura; luego es función de la presión, en igualdad de temperatura. 

Cuál es la ley natural de este fenómeno físico? Durante mucho tiempo во 
consideró como tal la do BoYLE- Martorre, o seu: ро = constante; pero las 
experiencias de Regnault (con gran escándalo de casi todos los físicos que creian 
ciegamente en aquella ley) revclaron grandes discrepancias al aumentar la pre- 
sión, y Van DER WAALS dió posteriormente su ecuación más exacta (véase: Cur- 
so ciclico, t, 11). ¿Podemos, pues, rechazar la antigua ley por ínezacta y sus 
tituirla por 1а mueva, que es la verdadera? Sólo podemos decir que ésta expresa 
mojor los hechos; y sin duda vendrá despuís otra que la superará. 


Lección 2 


CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES 


— Expresiones algebraicas racionales e irracionales. 

Las funciones más sencillas son las enteras así llamadas porque 
las únicas operaciones a que está sometida la variable son: adición, 
sustracción y multiplicación. Están definidas para todo valor de z, 
sin excepción. Se Патап lineales, cuadráticas, cúbicas, ete., según el 
grado de la variable. 


Еземт1ов. — Son enteras las funciones: 
%а— у? lineal 
3422—24 л cuadrática 


Si la variable figura como divisor, pero no está sometida a ra- 
dicaciones, la función se Пата fraccionaria; las enteras y las frac- 
eionarias se Патап racionales. 


Ејемр1о5. — Son racionales fruccionarias: 
эу=ж!+1 „ y=li(a—1) 

La imera tiene el valor excepcional = = 0j la segunda los valores ex- 
cepcionales z= + 1, que anulan al denominador. 

Si la variable figura bajo signo radical, la función se llama 
irracional; éstas y las racionales forman las funciones algebraicas ex- 
plícitas, o expresiones algebraicas. 

Езкмттов. — Son irracionales las funciones: 

(ез —1) 


6. — Funciones algebraicas y curvas algebraicas. 

En general, se dice que y es función algebraica de x, cuando 
está ligada con ella por una ecuación de la forma: polinomio en д, Y, 
igual a cero. Obsérvese que en los ejemplos anteriores se puede le- 
шаг а tal resultado: P(», y) — 0. La curva que representa se Mama 
curva algebraica y el número de puntos que tiene común con cual- 
quier recta ¿según se demuestra en Algebra, es igual al grado de la 
ecuación. Hay funciones algebraicas que no se pueden despejar те- 
diante radicales, es decir, funciones. algebraicas no expresables me- 
diante expresiones algebraicas. Se llaman funciones algebraicas im- 
plicitas. Tales son las definidas por estas ecuaciones: 


PY 41=0 , 2. —у +20. 


6 CLASIFICACION DE LAS FUNCIONES 


Nora. — Si para el valor 7, corresponden эт raices Y, Y» Ym de la ecun- 
ción nJgebrnien, y se eumple cierta condición que veremos en (203), resultan m 
funciones uniformes al variar x en un entorno suficientemente pequeño de zo; 
npliar éste se (F. Elem. de la Т. de fun 
ciones), Esto se ve más el їз que se descomponen en fac- 
por ejmplo y2— „ que se descompone en я, 

м V y, y se amplia 
en el valor positivo se Масе negativo y viceversa. 


е а veces decir in- 


El examen de la ecuaci уун о ре 
mediatamente algunas propiedades de la curva: 

a) Si todos los términos tienen coeficientes positivos y los ex- 
ponentes son pares no existe eurva; pues el primer miembro toma 
valor positivo, para todo (=, y) excepto si s= y = 0 y no hay tér- 
mino constante, resultando punto único el origen 


complejas (2,1) 


oda ión ulgebraicu ad 
mdo no hay soluciones reales, 


quo reciben el nombre «de puntos 
o sólo huy número finito, se di 


al punto 
la cur. 


b) Sila y 
(a, y) de la curva corresponde también el (+. — y) ; ез deci 
va ев simétrica respecto del eje s. 


gura solamente con exponentes pares, 


EsexerLo. — Son simétricns respecto del eje r: 
222 + 3a — 1 (cónica) 
уз(да — т) = کے‎ (onside) 

Son simétricas respecto de ambos ejes las espiricas: 

(аз 4 y2)2— (ata + baya) = e 


e) Si en cada término los exponentes de т, y, son ambos pa- 
res o ambos impares, al punto (гс, y) de la curva corresponde el 
(a, —y), es decir: la curva es simétrica respecto del origen O. 


EJEMPLOS. — Son simétricas respecto de 0 las curvas representadas en la 
figura. Га 1.* es In hipérbola: 252 4+ 202 —3ry = 3; la 3: es de grado 25; 
la 2.* parecería de 5.* grado, pero su ecuación, de 97 grado es 


(224 у) (2 + уз) 4 2y (Sze + 1022 —3y4) —2 + y=0 3 
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— Funciones pares e impares. 
En lo sucesivo, la palabra función significará función uniforme. 
La función y = f(z) se llama par, cuando a valores opuestos 
de ж corresponde el mismo valor de y. 
La función se dice impar, cuando a valores opuestos de £ co- 
rresponden valores opuestos de y. 
Es раг eos г; son impares sen 7, tgr, etgz 
La gráfica de una función par es simétrica respecto del eje y; 
pues si el punto (x,y) está en la curva, también está el (me, y). 
La gráfica de una función impar es simétrica respecto del ori» 
gen 0; pues si el punto (л.м) está en la curva, también está el 
(—2,—4)- 
Nora. — Lo dieho 
o impares figuras funci 


n el párrafo anterior vale si en vez de potencias pares 
mes pares о Impares; ез decir: 


Si y figura solumente bajo funciones pares 
respecto del eje z; sir fis 
pos pares, lu curva ож 


la curra es simétri 


gura solamente bajo fun 
iva respecto del eje y. Por ejemplo, la cureaz 


2 2 
Зз ол (astroide) 


СУ 


respecto de ambos ejos, 


Si en la ceuación polar ғ = f(a) la función es par, al punto 
(т, u) corresponde el (r,—u) y la enrva es simétrica respecto del 
eje z; si la función es impar, al punto (r, а) corresponde el 


( 


r, 4) y la curva es simótrica respecto del eje y. 


SJ EMPLOS, 
brín, con sus correspondi 
terio enunciado para re 


Ciscide da Diovien. 


= 2a (see а — eos a) . cos 2a/ ө 


== Фасона j-U 
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8. — Funciones elementales. 
Se Пата así a las funciones cireulares у а Јаз funciones arit- 


méticas: ya función potencial 
уа » exponencial 
y — logar » logarítmica 


y también a lus compuestas con ellas mediante operaciones aritmé- 
ешо elemental. Como todas las ciren- 
lares son combinaciones a as de sen z, y ésta se puede expre- 
хаг por exponenciales, como veremos, no son funciones simples. 
La función y = log,z se define por la relación z= a”; es decir, 
si y es función logarítmica de z, es т función exponencial de y. 
Se expresa esto diciendo que las funciones exponencial y logarítmica 


ticas, únicas que estudia el C: 
itmétic: 


son inversas, concepto sobre ¡sistiremos más adelante, 
Nova. — La potencia zm cs xponeneial de su logaritmo, «que es 
m.log ¥; luogo resulta: todas las ез Mamadas elementales son funciones 


compuestas de In exponencial o der logaritmo, siendo ésta In única función ole 
simple. 

RUICIOS. — Construir la gráfica de la función potencial para di 

versos valores entero marios, positivos y negativos dol exponente т. Ob- 

sérvese para qué ti exponentes exis а а la izquierda dol eje y. 


yaz” yrat gyer 


0 


FUNCIONES CIRCULARES. — Aunque éstas son bien conocidas desde cursos 
antorioros, conviene puntualizar algunos conceptos esenciales, 

Adoptamos la definición geométrica usual ей Trigonometría, pero una vez 
demostrados en Cap. ТУ sus desarrollos en serie, se comprenderá que es posible 
partir de éstos, como definición aritmética, la cual vale para valores complejos 
de z. Es elaro que entonces desaparecen las nociones usuales: circunferencia, 
cuerdas, grados, ete.; la variable z cs un número abstracto. 

Este significado de número puro es el único admisible en Análisis, aun en 
ol campo real 

Partiendo, pues, del significado angular de la variable z, y referido el 
ángulo a su rayo origen como semieje cartesiano positivo de abscisas, establez- 
сатов de una vez para todo el curso estas definicion 

Como medida de un ángulo se adopta la razón de la longitud del arco 
central al radio. El ángulo recto tiene medida x/2; el ángulo de una vuelta, 
2x; ete. No conviene hablar siquiera del radian, en mala hora introducido en 
Ja enseñanza. 
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Seno do z es la razón de le ordenada al radio; cosena ев la razón de la 
sbecisa al radio; tangente es la razón de la ordenada a la abscisajote. 

Tanto 2 como sus funciones circulares son, pues, números reales abstrac- 
tos; por ej.: sen 1 = 0,84. 

HI ángulo de J.° viene expresado por el número x/180 = 0,017453..., que 
debe retener en la memoria todo técnico, por su gran utilidad. 

La modida de un arco de circunferencia respecto del radio se dofino me 
diante los perímotros de las quebradas inscriptas у cireunscriptas por el pro- 
сево llamado de las sucesiones convergentes que trataremos en (11). Dado -un 
ángulo, AOS, y su simétrico 405", para recti 


J.* quebrada inscripta: cuerda 88' = 2. sona 
» „ cireunscripta: SBS = 2tga 


` роғ tanto: 
+ ®вепо < За < Btga 
“Ж sena < a<tga 


El concepto de función inversa dado en Trigonometría, donde se admiten 
infinitos arcos, tambión se modifica aquí. 

Las funciones 2 = are son y, == nre tg y, significan: arco cuyo seno es y, 
arco cuya tangente es y; pero све arco о ángulo es procisamente el compren- 
lido entro — л/2 y д/?, es decir, se consi solamente la somicircunforencia 
de la derecha, а fin de que esté te determinado, 


Esto equivale a limitar la gráfica de la función у = sen £ al intervalo 
(— m2, 1/2) y de la curva tangentaido so toma solamente su rama La, 
Análogamente, arc соя z de el único arco entre 0 у л, cuyo coseno es я 


1. — La oisowde de Diocles se deduce de la circunferoncin de radio a y 
m tangente еп М levando en cada secante por O el segmento OP = АВ. De: 
@блеаве ln ecunción polar (7) y de ella la cartesiana (6). 
2 — La estrofoide recta se construye asimismo levando ОР = АВ, poro 
jio de 0 en el centro. 
-Laurin la recta es perpendicular en el punto 


Para In triseetriz 
medio del radi 
Dedúzeanse las ecuaciones cartesianas y polares de estas curvas. 
3. — Demostrar que representa una estrofoide recta, simétrica respecto del 
eje y la ecuación: r= a . tg %4 a. 
4. — ¿Qué posición relativa respecto de la biseetriz z = у ocupan las grá- 
ficas de dos funciones inversas y = /(ж), т == ф(У)% 
5. — En la gráfica de las funciones æn señálense las funciones que son in- 
vorsas una de otra, 


Lección 8 
CONCEPTO DE LIMITE 


— Definición de límite. 

Se dice que la función y = f (2) se aproxima infinitamente al 
valor 1, о converge hacia el valor 1, tiendo hacia el límite Г, о tiene el 
límite l, рага х == a, cuando la diferencia y —1, tomada en valor 
absoluto, se conserva arbitrariamente pequeña, tomando х suficiente- 
mente próxima al número a. 

En términos precisos, escribiremos: 


lím. f(z) =l, pa 


x= а, о mejo 


ta 


cuando para cada número positivo е existe otro número positivo д, 
tal que para todos los valores de x (excepto el mismo а), que cum- 
plan la condición: 
jaa] <ð se 
Obsérvese que en esta definición no intervienen más que los 
valores de la función y = f(x) en la proximidad de 2 == a, pero no 
el mismo valor a, en el cual la función puede no tener valor ningu- 
no, о tener valor cualquiera. Por esto parece más adecuado escribir 
debajo о а la derecha de la abreviatura lim. la indicación: z> a, 
en vez de z = a. 


г 


Еәкмрго 1, — Son la función y £r):x. Su limite para 2 > 0 os 2, 
Puesto quo para todo valor 22 0 es у= 4-2, y por tanto; y—2=2 llega 
% вог tan pequeño como se quiera, luego: lim, (22 -- 2) :# == 2, Sin embargo, 
рага # = 0, la función по tiene valor correspondiente, pues carece де sentido 
aritmótico dividir por cero, 


y 
2 


ol z 


Eseuri 2. — Supongamos que el precio de una mercadería es 2 pesos kg. 
y desde 10 kg. en adelanto se reduce а 1,50 pesos kg. La gráfica del valor de 
cantidades crecientes de dichas mercaderías so compone de dos segmentos de 
recta con pendientes 2 у 1,50 respectivamente, extendiéndose el segundo seg- 
mento infinitamente hacia ln dorecha. 


CONCEPTO DE LIMITE п 


La función y = f(x) es creciento desde O hasta 10, sus valores se van acer- 
cando hacia 20, y llegan a diferir de 20 tan poco como se quiera; por ejem- 
plo: será 20—7(x) <0,01 (es decir, el valor diferirá de 20 pesos en menos 
do un centavo) si la cantidad de mercadería difiere de 10 kg. en menos de 5 gr., 
es decir: зі es 10—z < 0,005 o sea desde ж = 9,905. Podemos, pues, escribi 
рата valores orecientes de т es lim. f(x) = 20, si nos limitamos a considerar el 
intervalo 0 а 10. 

Sin embargo, no’ llega а alcanzarse este valor 20; pues para х 
valor es у = 15, según la mueva tarifa do 1,50 el kg. 
ia z=10 por la derecha ‚ев decir, decre- 


10, el 


siendo т, resulta lím. f(x) = 15. 
En Análisis so distinguen estos dos modos de tender z al valor а, eseri- 
bierido respectivamente: 


>. ; тэм 


Demuéstrese que el limite para r +0 + de уг y de 1: log x es сего. 


'icamente la función y = sen 1/7. 


зр <= а= 


EsemrLo 3. — Representar gı 


— 
Ta 
=. 
| 


la indefinidamente sin tender 
finitas voces todos los valores 
ado а esta función, carece, 


Observo el lector que al tender z a 0, y os 
hacia ningún valor fijo; por el contrario toma 
entro —1 у +1. El símbolo lim. para гэ 0, ар! 
por tanto, de sentido. 

EsEmPLO 4. — Análogamonto, si «e representa la función y = r.sen д/л, 
las ordenadas de la función anterior están multiplicadas por z, que va dismi- 
huyendo; las infinitas ondas do altura 1 decrecen y quedan entre las dos bisec- 


trices, puesto que el coeficiente angular de la cuerda que uno cada punto con 0 
+1; es decir: el Angulo oscila 


ев у: а == яепд/л y por tanto oscila entro —1 y 
entro —х/2 y 1/2, 


En osto caso es: 
lim. z sen a/r = 0 para z > 0 


pues on valor absoluto, la diferencia con el 
|z.sen л/ха 


у, por tanto, llegará a ser menor que ¢, sin más que tomar |z] < e- 


12 


Nota, — Vemos on еме ejemplo que la función puedo alcanzar infinitas 
veces su valor limite, mientras que z no alcanza el valor a. Esto mismo acontece 
ya on el caso más simple: El límite de una constante es la misma constante. 


10, — Propiedades de los límites. 

Si 1 lim. f(x) es positivo, desde un valor de z difiere /(2) 
de 1 en menos de 0, luego es f(z) > 0. Análogamente, si 1 es nega- 
tivo, resulta /(2) < 0. Es decir: Desde un valor de z en adelante 
la función tiene cl mismo signo de su limite. 

Corolario: Si a < 1, como f(z) — а tiene límite 1— a > 0, será 
desde un ж en adelante: f(z) —a > 0, es decir: /(2) > a. 


Si f(e) está comprendida entre dos funciones (с) y (т) que 
tienen el mismo límite para z— a, la diferencia entre f(z) y l está 
comprendida entre las diferencias g(x) —1 y h(z) —1, luego será 
menor que є en valor absoluto si éstas lo son, Por tanto: Si una 
función está comprendida entre otras dos que tienen el mismo límite 
para х —> a, tiene este mismo límite, 


Como en la definición de límite sólo intervienen los valores de 
f(x) en la proximidad del punto = — а, pero no el valor f(a), re- 
sulta: Dos funciones que son iguales para todos los valores de z dis- 
tintos del £ == a, tienen el mismo límite para z —> а. 


Por tanto, es legítimo, antes de caleular el límite, hacer en la 
furición todas las simplificaciones convenientes, incluso la supresión 
de factores comunes que se anulan para = —a, siempre que éstos 
то se anulen para otros valores de z próximos a а. 


Así, en el ejemplo anterior 1, simplificaremos suprimiendo el 
factor т, y después caleularemos el límite. 
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11. — Método infinitesimal o paso al límite. 
Esta operación de tomar límites en una igualdad, o pasar ai 
límite, es el fundamento del método infinitesimal. 

Mas no vaya a ercerse апе óste consiste en sustituir una varia- 
ble por su límite, lo que implicaría un error, y, por tanto, las con- 
elusiones y fórmulas del Cálculo initesimal serían aproximadas. 
El método infinitesimal consiste en pasar de una igualdad entre dos 
variables a otra igualdad entre sus límites; es decir: de la igualdad 
Y == se deduce: lím. y = lím, z que es rigurosamente exact: 


Un ejemplo clásico aclarará osta idea. Una pirámide es limito do la suma 
de prismas que resultan tomando como bases las sceciones por planos paralo- 
los; pero no es legítimo tomar como volumen У do la pirámide la suma 8, 
do los prismas, pues, por muchos que scan éstos, hay una diferencia o error 
por defecto o por exceso, respecto de la pirâmide dada, 

Ahora bien: si tenemos dos pirámides de igual altura y bases equivalentes 
y efectuamos en umbas la descomposición con igual número do planos equi- 
distantes, cada prisma ез equivalente a su homólogo, como во demuestra on 
Gcomotría elemontal; por tanto, S, =S, y tomando limites resulta la igual- 
dad rigurosamente exacta: У = Y^ Ёз nsi como se demuestra en Grometrn 
quo dos pirámides do igual altura y bases equivalentes tienen igual volumen. 


En esto ejemplo во admite intuitivamento ln existencia do limite, o sea 
el volumen 7; pero tal existencia resulta rigurosamente del importante teorema 
iente: 


Teorema de las sucesiones monótonas convergentes, 
Todo par de sucesiones numéricas det 


ПРОСТА 


tales que lo diferencia а, tiende а O al crecer n, determinou un número 
real que pertenece a todos los intervalos (a, bu]. 


Expresados decimalmente a, y 2,, si su diferencia es menor que una unidad 
decimal de orden m, tienen comunes al menos m-—1 cifras decimales, Al crecer 


1 CONCERTO DE LIMITE 


contenido en 


т, lus cifras comunes componen un m 
todo intervalo [ew 2.1. 


то E 


Tal número, Hamado frontera, es el ús 


o contenido en todos los interva- 
servari J, a, mayor que la diferencia entre 


los; pues si hubiera otro, se 


ambos, contre Ja hipótesis, 


NOTAS 


Ejemplos de método infinitesimal eo Matemáticas elementales. 


En Geometría elemental se нй entemente el método infi 
he aquf algunos ejemplos: 


La longitud de una eurva se defino e 


а free 


simal; 


o limite de los perímotros de Iaa 
ие el úrea del circulo y do tor 
y caleula como limito do Jas 
Areas de polígonos inseritos o сп, como limite de la suma de 
triángulos cuyo que tienden sus áreas а cero, 

Esto método, que consiste on sumar н clementos variables y pasar al Jimi- 
to para n e ос, ке Mama éutegración, 

Son, pues, integraciones: el cálculo de la longitud de la circunferencia, 
del úren del círculo, de la superficie Jatera) del cono o cilindro, del volumen 
del cono, ete, que se efectúan cn Geometria element: 


quebradas jnseritas ө с 
des las figuras limitada 


EJERCICIOS 


1. — Demostrar: Mm, se 


Dice la obra de Häffn 
und Integratrechnung, en la pág. 11 


para т. 0. 
» die Differential 


‹ 

“En la gráfica se vo fácilmente que al hacerso el arco cada vez, más po 
quedo, la cuerda (sen z) cada voz coincide más con mı correspondiente arco z, 
y finalmente, en el timite, se puedo considerar como igual а ésto; de donde 
resulta que el límite de la razón del seno al arco es 1.'' 

Vea ol lector que es inndmisi miento; con él se probaría que 
un lado de un eriámgulo es igual а la suma de los otros dos, sustituyendo éstos 
por una quebrada que tiende a irse con aq y guárdeso ol lector 
de esn engañosa frase ten el pues para 2=0 no sólo coincido 
жеп x con т, sino tamb т V Z... ya que todos sonqmulos, 


т con 2r, con Sz, 
3. — Dar sucesiones т, > 0 tales que los correspondientes valores de la 
función del Ejemplo 3 tengan limite aritmético, a pesar de no existir Imite 
funcional. 
4, — Demostrar: si f(x) < g(x) es lim. f(x) <Mm.9(1). Dar ejemplos 
en que resultan iguales los límites, 


Lección 4 


FUNCIONES CONTINUAS 


12. — Definición de la continuidad. 

Hemos adverfido que en la determinación del límite de /(2) 
para >a no interviene cl valor f(a) sino solamente los valores 
de f(z) en la proximidad de а. Por tanto, puede ser: 


fia) + lím. f(r) para ха 


La función f(x) se Пата continua en el punto zm a, cuando 
el valor f(a) que toma en él es también el límite a que tiende al 
acercarse т a dicho punto, es decir, cuando se verifica: 


lim. f(z) =/(0) para ха. 


Cuando esta condición no se cumple, la función se dice discon- 
tinua en el punto a. 
La función se Пата continua cu un 


ntervalo, euando sus va- 
lores en él cumplen la condición de continuidad en cada punto del 
intervalo, ineluso en sus extremos. 

Según el concepto de límite Ладо en la lee 
finición de continuidad equivale a é 

El incremento Ay = f(x 
to tan pequeño como se qu 
suficientemente pequeño. 

En términos precisos: dado un número positivo arbitrario €, 
se verifica: [Ay | < e, tomando (Ах menor que un cierto número ô. 

Este es el significado claro de la imprecisa frase con que los 
autores clásicos expresaban la continuidad, diciendo que la fun- 
ción ‘varía por grados insensibles”, es decir, al variar muy poco 
la variable varía poco la función. ¿Qué relación existe entre ambos 
incrementos? Este es uno de los problemas capitales del Cáleulo di- 
ferencial, que pronto resolveremos. 

La gráfica de una función contínua, se Пата curva uniforme; 
no se define, pues, como antiguamente, la continuidad de la fun- 
ción mediante la imprecisa intuición de curva, sino que, por el con- 
trario, el concepto de eurva se define mediante la noción clara y pre- 
cisa de función continua. 

Arco de curva uniforme es la parte de ésta que corresponde a 
un intervalo de la variable independiente =. 


за anterior, la de- 


$40, puedo hacerse en valor absolus 
ra, tomando el incremento Ar = r — a 
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Todas las funciones elemental nples y compuestas, son con- 
tinuas en todo punto en que tienen valor determinado; sus puntos 
de discontinuidad son aislados y solamente aquellos en que la fun- 
ción no está definida, Sus gráficas se componen, pues, de arcos de 
curva, Esta propiedad general resultará más adelante en el cálculo 
de derivada rla ya, para calcular el límite 
de una función elemental ex ra para £ —> а, sustituyendo с == a. 


pero podemos util 
Iqu; 


Kasur. Пе aqui el eáleulo de algunos límites: 
+1 1+1 


Para zm, mo tg r = tg 


13. — Propiedades fundamentales de las funciones continuas. 

De la definición de función continua y de las propiedades de 
los límites resulta: L La suma, diferencia, producto y cociente de 
funciones continuas es función continua, excepto en los puntos en 
que se anule la función divisor. 

En efecto, en la lección 6 demostraremos que el límite para 
x= а de las funciones continuas: 

IR i fle) gr) ifr) a) Рк) а) 


es respectivamente f(a) + g(a); f(a) . g(a); уа) :0(а), valor que 
toma en и la Función compuesta. 


Esmuorcio. — Pórmese ol incromento de la suma, diferencia, producto y co: 
ciento de dos funciones continuas y se verá quo tiende a O, cuando tiendo el 
incremento de +. 

Resultará азі, en virtud de la segunda definición (12) de continuidad, otra 
demostración del teorema. 


Menos inmediatas son estas dos propiedades fundamentales, cuya 
demostración puede verse en las notas: 

П. Entre los valores de una función f(x) continua en un in- 
tervalo completo [a,b] hay un valor máximo absoluto M no supe- 
rado por ningún otro; y un mínimo absoluto т, que то supera a nin- 
gún otro f(z). (Teorema de Вог2лхо - WEIERSTRASS). 

Esta propiedad de las funciones continuas no la tienen todas 
las funciones. Así, por ejemplo: la función y == 1/z no es continua 
en todo el intervalo [0,1], puesto que deja de serlo en el extremo 
2—0; y по tiene valor máximo en (0,1), sino que por el contrario, 
llega a Txceder a cualquier número, por grande que sea, tomando = 
suficientemente pequeño. 
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II. Si una función es continua en [a,b] toma єп (a,b) todos 
los valores intermedios entre f(a) y f(b). (Teorema de BOLZANO). 

En particular: si es positiva para z == а, y negativa рага £ = b, 
hay entre а y b un punto al menos en que se anula f(x), es decir, 
al pasar la curva de uno a otro semiplano del eje r, corta а éste. 

En esta propiedad se funda el cálculo de raíces de las ecuacio- 
fes. Una vez encontrados los valores а y b en que f(x) toma signos 
contrarios, para aproximarnos más al valor de la raíz comprendida 
entre ambos se van sustituyendo valores intermedios, hasta llegar a 
la aproximación exigida. 


Езкмтїо. Resolver ln ceunción tg z = 2, que so presenta en Física, 
Con las tublas de tangentes naturales se encuentras 
RELA... =A... 3 (иаа negat 
e ear positiva 

Aproximando más, dando а > valores de 10 en 10° y después de 27 on Y, 
resulta: 


ч 


а 2519077 = 44 


Representar gráficamente Зая raices ¢ 
con la biscetriz de los ejes: у= 


tersección de За tangentoido 


14. — Verdadero valor de las expresiones indeterminad: 
Нето visto en el ejemplo (7% + 2r)::0 que esta función está 
bien determinada, es di un valor numérico para todo va- 
lor de s, excepto para el х= 0, en el cual carcee до significado, 
pues en Aritmética no tiene sentido el cociente 0:0. Ni 
mos gráficamente la Canción, vemos que ésta es igual 
todo valor de z 0 y su g 
en que corta al eje y. Pare 
asignándole al valor <= 0 е 
Regla general: si al sustituir т == а en la función /(<) resulta 
una expresió со, completa- 
remos la función, asignándole como valor en el punto 
mite a que tiendo Сл) para <a; es de 
sentido, le asignamos el valor siguiente: 


representa- 
æ+ 2 para 
а reeta, excepto el punto 
1 completar la tun 


es una 
pues, 
«pondiente y = 2. 


ón, 


rece de valor пите 


а el lí- 


ya que f(a) carece de 


f(a) «= lím. f(z) para x — a. 


Este número con el enal completamos la función en el punto 
ж == а suele lla 


е verdadero valor de f(x) en dicho punto; la 
justificación de este nombre es la siguiente: si asignáramos а f(z) 
otro valor cualquiera distinto del lím. f(z), resultaría una función 
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discontinua; en cambio, adoptando como valor f(a) este límite, ha- 
сетов que la función sea continua en el punto = — а. Cuando no 
exista límite, no podemos conseguir esto. Así sucede en los ejem- 
plos del párrafo anterior. 

El cáleulo del verdadero valor de una función en el punto 
2 — a, se reduce, como vemos, a calcular su límite para х а, y co- 
mo las reglas de cálculo de límites son ineficaces en estos casos, es 
preciso recurrir a artificios especiales; uno de ellos es la supresión 
de factores comunes, como se explica a continuación . 


15. — Expresiones indeterminadas de la forma O : 0. 

Esto es el caso más importante, en que la función f(x) ca- 
rece de valor para z= а, es decir: cuando f(x) es un cociente 
f(z) = p(z) у(х), cuyos dos términos numerador y denominador 
so anulan рага £= a. 

Cuando p(z) y (=) son polinomios, ambos son divisibles рог 
ol binomio 2 — a, según se demuestra en Algcbra, y simplificando 
la fracción antes de tomar límites, mediante la supresión del factor 
común x—a, si en la nueva fracción no se anulan numerador ni 
denominador, basta poner = = a y resulta el límite buscado. 


EJEMPLOS. — Hemos calculado on cl párrafo anterior: 


lim. (27427): = lim. (7 


Análogamento resulta: 
2—1 2—1 1 


s1 (a(t zee 1) 29 аа фа +1 


El límite de la primera es igual al de la última, y éste so calcula ви! 
yendo z =1; así resulta 1/4. 

Vemos en estos ejemplos, que el límite de una función que adop- 
ta la forma 0/0, puede ver distinto, según cual sea la fanción, que 
da origen a dicha forma; por esto suele llamarse expresión indeter- 
minada, como sus análogas, que estudiaremos más adelante. 

Objeto esencial del Cálculo diferencial es el cálculo de límites 
indeterminados del tipo °/„ mediante el algoritmo de las derivadas. 


16. — Funciones discontinuas. 
La definición de continuidad en el punto z — a exige que exis- 
ta lím. y; y además, que coincida con f(a). 
Tenemos, pues, dos causas fundamentales de discontinuidad 
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15 Existe lîm. y pero no tiene valor numérico f(a), por pre- 

sentarse una expresión aritmética que carece de sentido; entonees 
cabe completar la función haciéndola continua, adoptando el ver- 
dadero valor; la discontinuidad se Hama evitable. 
No existe lím, y, es decir, al tender л a а, no tiendo y ha- 
cia ningún valor único, у un límite por la derecha y otro por 
la izquierda, la diferencia entre ambos se llama salto, y la disconti- 
nuidad de 1^ especie, Tal sucede en los ejemplos que siguen. 

Se llaman de 2.* especio las discontinuidades en gue no existen 
límites laterales; tal es la que ofrece en el origen el ejemplo (9.3). 


EJEMPLO 1. +— Не aquí una función discontinua, en la cual, por pequeño 
que aca el incremento do la variable, el ¿neremento de la función se conserva 
constante y no coto, lete para mercaderías en los ferrocarriles 

Матне por fracciones i O Kg.; por tanto si ol flote 
de 100 kg. e» a, el fie iente a 300 kg. es За, y para 
300 -- M, evulquiera que sen el i h, se paga como 400, en decir: 44, 
Por tanto, por pequeño que sea el incremento positivo de la variable, el de la 


función vale a; hay, pues, un culto de alu 
men z 1 
1 
о 
1 0 
AN = 
Harrie 2, — Si dew ulo O4 el ángulo £ hasta la posición 


velocidad ere 
ien), ез: 


04" y lo abandonamos a su prop te y al 


Negar al punto пи 


avedad, o sen OST en sistema eg 
ма лу ereco v aproximándose al 


t desde © hustu vak 


V ali análogamente, para valores negativos de £ toma v valores 
de signo contrario. La gráfica tiene la forma indiewla en la figura y se re 
pite periódicamente, pues al 2a, toma v el mismo valor. 
Bin embargo, pan. o es el dudo por ìn fórmula, 
Ла cual, y nleanza por el contrario, el 
Péndulo quedaría inmóvil, en equilibrio inestable en su posición OZ; por tanto, 
no hug ningún valor de т correspondiente al л ni al t= — a 

Fura vulores de t crecientes y q л, los valores de + tienen 
el Imite т; para valores de + superiores a x, y que tiendan a a, In función 
tiende hucin — te 

Basur 3. — La fuación |з): 2, o bien: z: а) tiene en el origen diacon: 
tínuidad de primera especie, eon salto 2. Este función suele designurse sg ш 
(signo de z); vale 1 para >0 3 —1 para £ < 0. 


x el valor de 
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NOTAS 


Conservación de signo en el entorno de wn punto. 

Si f(x) es continua y /(а) > 0, hay un entorno en el cual difiere de f(x) 
en menos de f(a), es decir, f(a) — f(r) < f(a) luego f(x) > 0. Anúlogamen 
te, si (a) < 0 cs у(х) <0 en un entorno del punto a. 


Corolario: Si f(x) es continua punto и, у es /(а) > е но conserva 
1(2) > с en todo un entorno de ез si es f(a) < с, se conserva 7 (=) < с. Вама, 
on efecto, observar que siendo /(a) —c>0 en el primer enso, debe ser 
(яу —e > 0 en un entorno; y análogamente en ol otro enso. 


Demostración del teorema de Bolzano. 

El mismo procedimiento seguido para 
ción /(x) =0 nos da la demostración del teorema de Bolzano. Supongam: 
р. eb: /(2) <0, f(3) >0; si dividimos “el intervalo (2, 3) en 10 partes 
iguales, existirá uno, en que pasará de — a +; sem, р. еј: f(27) <O, 
F(2,8) > 0; así siguiondo, o so Mega n un valor сп que во avula la función, 
© ме va formando un número c=2,7051.... con las cifras calculadas; y debe 
sor fornosamento /(с) = 0; puexto todo entorno suyo, por pequeño que 
sen, la: función toma valores positi wgutivos. 


cálculo de Ias ruíces de la ecua- 


Demostración del teorema de BolcanoWricratrass. 

Si f(x) es continua en [a,b], dividido éste en dos partes iguales, cabon 
dos enso 

1* En сада intervalo parcial hay al 
el otro. Ambos valores son, por tanto, igu: 
por ningún otro do /(z), es el máximo 
.2 Пау al menos un intorvalo parcial [а 0) donde son superados todos 
lox valores del otro. Bisecado [а,, b,] son [а,, Р.) un intervalo parcial donde son 
superados todos los valores del otro; ete. 

Bi en esto proceso do biseeciones no se presenta el primer caso, resulta una 
sucesión indefinida de intervalos, quo por el teorema (11) tienen un punto 
común p. 

El valor /(p) no puede ser superado por ningún otro; pues suponiendo 
(w) < 7(4) se consorvará f(z) < /(4) en todo un entorno de p (V. corola- 
rio); y como para n suficientemente grande ese entorno, que no contiene а 4, 
contieno un [am b,] donde son superados todos los valores restantes, resulta 
contradicción. El valor f(p) es, por tanto, máximo. 

Con leve cambio de palabras, o bien aplicando la conclusión а la fun 
— f(z), resulta la oxistencia del mínimo de f(z). 


valor de f(x) по superado en 
о cada uno superado 


EJERCICIOS 


1. — Dar funciones discontinuns sencillas que cumplan la condición de 
Bolzano en [a,b], esto es, tomen todos los valores intermedios entre /(о) 
ул). 

2. — Observar que la función 
ción en todo intervalo. 
— Una función discontinua en un punto, ¿puede ser continua on 
un intervalo que tenga ese extremo? Obsérvese que en los siete ejemplos 
do esta lección y la anterior, el comportamiento es distinto. 


discontinua del Ej. 3(9) cumple esa condi- 


Lección 5 


INFINITESIMOS 


17. — Propiedades fundamentales. 

Toda variable que tiene límite 0 se llama infinitamente pequeña: 
más brevemente, se llama también infinitésimo. * 

La condición esencial del i іо es la variabilidad y te- 
ner por límite 0. Hablar de números infinitamente pequeños es un 
contrasentido; pues siendo un número invariable, no puede llegar a 
ser menor que cualquier otro número, que es la condición esencial 
del infinitósimo. 


I. La suma de infinitésimos (en número finilo do sumandos) es 
un infinilésimo, 


Pues si tenemos uma Y, -f Ya + .... + Yn, ésta Пера а con. 
servarse <£ en valor absoluto, desde el momento en que todos los 
sumandos sean menores que E:n. 


Esemrio. — La suma аз {sen x | tg |. 023, Педа а ser menor que 
0,001, tomando [z| < 0,0001; pues entonces cada uno de los sumandos es info- 
rior а 0,0002, 


Nota. — Es indispensable que cl número do sumandos sen finito; pues si 
ul tender а O cada infinitésimo, cl número do ellos va aumentando, 1а suma 
puedo tener un limite distinto de 0. Tal sucedo en el cálculo de áreas y volú- 
menes do figuras eurviline 
nen en trozos que van disminuyendo у ndo hacia coro, al mismo ti 
que el número de ellos crece infinitamente; la suma de todos estos infinit 
mos tiene un linite distinto de cero que es el roa o volumen buscado. La de- 
terminación de tales limites es objeto del Cálculo integral. 

Otro ejemplo: la sumn de n sumundos iguales а 1/л valo 1, nunque son 
intinitésimos al crecer н infinitamente. 


planas o espaciales, Como voremos, so descompo- 
npo 


Ш. El producto de un infinitésimo por una constante, o por una 
variable acotada, es decir, cuyo valor absoluto sc conserva inferior a 
un número fijo k, es un infinitésimo. 


En efecto, si en el producto у.2 se conserva |2; < k у la variable 
y llega а ser tan pequeña como se quiera, desde el momento en que 
llegue a ser |y| < Е:Ё, el producto será inferior а €. 


Análogamente: el cociente de un infínitésimo por una constante 
no nula, o por una variable cuyo valor absoluto sc conserva superior 
а un número positivo, es un infinitésimo. 
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18. — Comparación de infinitésimos. 
Para 2—0, son infini аз las variables: 


E A 


y éstas se toman como tipos de comparación para las demás varia- 
bles infinitesimales. También pueden tomarse potencias de exponen- 
to Sraccionario. 

El infinitésimo z se Пата dg primer orden, el 22 de segundo 
orden, ...., el 2 se dice de orden m. 

Dos infinitésimos а y 8 se llaman de igual orden cuando su co- 
ciente tiene un límite finito y distinto de cero. Por tanto, kz”, enal- 
quiera que sea el coeficiente E «+ 0, es también de orden т. 

Cuando el cociente а/б tiene límite 0, se dice que а ex de orden 
superior a B; entonces tiene В/а límite infinito. 

Cuando el cociente de а por В carece de límite, finito ni infini- 
to, se dice que ambos infinitésimos no son comparables. 


Еәвмріов. — Son do segundo orden los infinitósimos 

El infinitésimo 3 Vx es до orden 14. 

El infinitésimo = sen m/z no es comparable con el л, pues ol cociente ea- 
reco de límite, como so ha visto en (8). 

Para # > n, ве adopta ғ —а como infinitésimo de Ler or 
¿de qué orden es cig z para x >*/,1 Contéstese después de leer 


422, ix, та, 


19. — Infinitésimos equivalentes. 
Dos variables cualesquiera (en particular dos infinitésimos а y 8) 
se llaman equivalentes, cuando su cociente tiene límite igual a 1. 
La diferencia de dos infinitésimos equivalentes os un infinité- 
simo de orden superior. En efecto: por ser 


lim. a/B=1 será a/P=1 +5 


siendo ê un infinitésimo; por tanto: а — Ê = В, es decir de orden 
superior а В. 

Recíprocamente, de esta igualdad resulta la anterior, es decir: 
si la diferencia de dos infinitésimos de igual orden es de orden su- 
perior a ambos, éstos son equivalentes. 

Si un infinitésimo а es igual a otro ê más un infinitésimo y 
de orden superior а В, es decir: а — B + y, el sumando $ suele Ia- 
marse parte principal de a, y es equivalente а а. Dada una suma 
de infinitésimos de órdenes diversos, el de menor orden es la parte 
principal, equivalente al infinitésimo suma. Esta operación se Пата 
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despreciar infinitésimos de orden superior; y aunque la parte prin- 
cipal no es igual al infínitésimo suma, es equivalente a ĉl, es decir, 
su cociente tiene límite 1. 

Una variable finita puede considerarse como equivalente a su 
límito, puesto que la diferencia entre ambos es infinitésima. Es lo 
mismo escribir: 


lím. у+==# o bien: y—=2+3 


siendo 8 infinitésimo. De esta expresión de cada variable, igual а 
su límite más un infinitésimo, haremos uso frecuente, 
Езкмтто. — Demostremos que para х» 0 ев lim. cos z= 


En efecto: 1—cosz= 2 sont 14r < 2(147)2= ат, que es un infini- 
tésimo. 


20. — Equivalencia de los infinitésimos x, sen x, tg x. 

Para 2 0 tienen límite cero el sen z y tg æ. Vamos a demos- 
trar que estos tres infinitésimos son equivalentes, А 

De la definición de longitud de un arco, como límite de los ре- 
rímetros de las quebradas inscriptas y eireunscriptas (8) resulta: 


snz<r<tgr 


es decir: el areo es mayor que el seno y menor que la tangente, 

Quizás no sea inútil recordar que son tres números abstractos, 
razones de longitudes, Dividiendo sen х por los tres miembros, re- 
sulta esta acotación de sentido opuesto: 


1 > (son ж) с > eos 


y dividiendo los mismos 1 


miembros por tgx, resulta esta otra: 


созд < after < 1 


Al tender <¢ a 0, con signo enalquiera, es 
1—sm ziz < 1—cosz finitésimo 
Later < 1— eost < » 

y de la definición de límite resul 

lím. sen лох рага 20 
lim. 2:182 1 а ® 


Nota. — Puesto que la tangente, el seno y el arco son equivalentes, te- 
nemos estos infinitésimos también equivalentes: z, are sen 2, are tg Z. 

EsexeLo ‚ — El infinitésimo 1 — сов es equivalente a 322, En efecto, 
basta sustituir eu cl ejemplo anterior (19) el seno por el arco. 
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21. — Valores aproximados. 
La palabra infínitósimo зе usa impropiamente en las ciencias de aplica- 
ción, designando con ella un número muy pequeño, es decir, despreciable respec- 
to del grado de aproximación prefijado. Dentro de este límite de error, el seno 
y 1а tangente de wn arco pequeño pueden sustituirse por el arco; pero debemos 
precisar bien qué entendemos por suficientemente pequeño. 
Puesto quo la Jongitud de In semicirevuferencia de radio 1 es л, 
la longitud do 1° 80 = 0,03745. 
ي‎ ж . Po 0,03490. 
»” ж» 08е 0,05236 


La diferencia entre el seno y el arco es equivalente а la sexta parto del 
cubo del arco (más adelante so verá que es menor). Por tanto, estos errores 
z—seng y tgz—z valen aproximadamente: 


Para 351%, 2 — вов z < 0,000001 , tg 2 — = < 0,000002 
m 752, з — вов z < 000001 , tg 2—2 < 0,00002 
» 253", васп z С 0,0001 , tg 2—2< 0,0001 


Será, pues, legítima la sustitución. del seno por cl arco, hasta amplitudes 
do 3°, en cáleulos de cuatro decimales exactas, pero no en cálculos que exijan 
seis decimales exactas, en los cuales sólo será legítima la sustitución рага 
arcos menores que 1° y anúlogamento en los demás casos. 

Advirtamos, de una vez pura siempre, que la igualdad aprozimada de dos 
números, se expresa por el signo ab; pero la palabra aproximada carecorá 
do sentido si no so da una cota superior do orror ,es decir, un número que no 
puede superar la diferencia а—% o b—a, tomada en valor absoluto. 


Esemrto. — Las visunles dirigidas а la baso y al punto mûs alto de una 
torro situada a 1000 m. del observador, forman con la horizontal ángulos de 
45 y 2° respcctivamento. Calculemos la altura do la torre. 
La fórmula exacta es: A = 1000 (tg 2°—tg 45) y sustituyendo 1 
gontes por los arcos resul 
ш 2e m 0,03490... 
tg 45 500,01745.... = 001308. 
де dondo resulta: h — 21,82 m. 
El error en minuendo y sustraendo es por defecto е inferior а 0,02, Mogo 
el error final es menor que 2 em. 
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EJERCICIOS 


1. — Si un triángulo rectángulo tiene un ángulo infinitésimo, ¿qué clo- 
mentos infinitósimos tiene? 

2. — Ві un triángulo rectángulo tiene los dos catetos infinitésimos del 
mismo orden, ¿cómo ез la hipotenusa? 

3. — ¿Cómo deben ser los ángulos до un triángulo para que sus tres lados 
sean infinitósimos equivalentes? 


Lección 6 
CALCULO DE LIMITES 


22. — Límite de una suma. 
El límite de la suma de un número finito de variables que tie- 
non límites, es la suma de los límites de estas variables. 
Sean las variables y,, Ys ---- ya que tienen los límites Һ,„.... 
la, es: decir: 
neht БӘ, 
siendo 3,, ðs, .... öm infinitésimos. Sumando: 


NAO A н +l + .... la (8, +8, + ++. om) 


y como la suma de infinitésimos es un infinitésimo, resulta : 


Ит. (Y Fy -o ya) =1 + ....+Һ 


Nota. — Vamos a poner varios ejemplos, en los cuales no ев aplicablo el 
teorema que acabamos de enunciar, para hacer ver el peligro que encierra ol 
prescindir do la restricción impuesta al número до sumandos. 

Ya vimos en (17) la suma de ns 


+r Y = ba + б» 


1 - E. 8 1 
ЕЕ +=. 
aon an ” 
supongamos que n сгесе infinitamente; cada uno de ostos титапдов tiene por 
Майе 0. Si aplicáramos el teorema anterior, cl límite do la suma sería 0. 


Bin embargo, no ев аб, puesto que dicha sura valo exactamento 1. 
Otro ejemplo sen la suma de я sumandos: 
1 1 1 


+ +. + 
va Vn va 


Bi n crece infinitamente, cada uno de los sumandos tiono limite 0; 


embargo, la suma tiene límit ito, pues su valor es п: Vn = 


23. — Límite de un proJucto. 

El límite de ky, siendo k un coeficiente constante, es k . lím y. 

Pues siendo y =14 ð, es ky — kl + infinitésimo. 

El mite de un producto de un número finito de variables es 
el producto de los límites de los factores. 

Sean, por ejemplo, dos variables y, y, que tienden hacia los 
Kmites 1, l. Es decir: 

n=hL+ò y=hL+ð, 
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siendo infinitésimos д, ð, Multiplicando ambas igualdades: 


yy! 


y como la suma de tres i 
lim. Y, yh, 
y lo mismo para m factores: 


lim. Y РЕ ЛИ 


Esmrcicio, — Demuéstrese esta fórmula general por el mismo método so 
guido рага dos factores, multiplicando Ins m igualdades, y observando que to- 
dos los términos, excepto h 1, ... lu son infinitósimos. 

Domuéstreso también por inducción, ез decir, probando, por lo ya domos- 
trado para dos factores, que si es cierta para varios factores lo es para uno más. 


Nota, — La aplicación de la regla cuando el número de Ínctores es infi- 
mito o crece indefinidamente, conduce a errores, como en el ejemplo siguient 
sean n factores iguales a 1-(-1/a5 sí mplicáramos la regla, como ol limito 
de cada factor es 1, el Nimite del producto sería 1. 

Sin embargo, veremos muy pronto que el límite es el número: 


1828... 


n resumen; para poder aplicar est teorema, las condiciones que deben 
cumplirao son: que cada uno de low faetoros tenga límite y que cl númoro 
do esos factores, sen fijo o variable, su conservo finito. 


Interpretación grá; 


Goométricamente resulta una interpretación interesante: el producto Y, Y 
roprosenta el área del rectángulo de lados y, уа; el producto 1,1, el área dol 
rectángulo análogo formado con h у h; la diferencia entre ambos se compone 
до los rectángulos 3, ly 8,1 y del rectángulo 5, ðr 


La suma de los tres puede hacerse tan pequeña como so quiera, tomando 
los incrementos ð, у 8, suficientemente pequeños y resulta el teorema. 
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24. — Límite de un cociente. 

Limite de un cociente de dos funciones, las cuales tienen límites 
finitos, es el cociente de los límites, cuando el límite del denomina- 
dor sea distinto de 0. 


Sean: y =h +d, Y la diferencia; 


1,48, 1, KERE 
+8, 0.45.) ly 


es un infinitésimo en virtud del teorema (17, II); pues el denomi- 
nador tiende al límite 2,2 > 0, su recíproco es finito, y el numerador 
es infinitésimo. Por tante 


También esto teorema del cocionte 
rosanto, El cociente у: у, representa el coeficiente angular o pendiente del 
vector ОА, siendo (Yu У,) las coordenadas de A; y ol cociento 0:1, es la pow- 
diente do 041", siendo (b, 1) las ¢ дая de A 

Estas rectas ОЛ y 0.4 ¢ 1а vertical del punto 1 ordenadas 
iguales а dichas pendientes; lo el ineremento del cocionto, y pue- 
de hncerse tan pequeño como se quiera tomando 5, ¥ 3, suficientemente pe- 
queñas. (Véase la segunda figura anterior) 


ene interpretación geométrica inte- 


25. — Límites de logaritmos y exponenciales. 
Como las funeiones exponencial y logarítmica son continuas, se 
tiene para s —> a: 
lim. Ье е с Jim. log z — loga 


Más general: si 702), a(r) 


nuas, so tiene: 


у= (туб = М» ; logy = alr) -log f(r) 


cualquiera quo sea la base b de Ios logaritmos; y tomando límites рага £ — a, 


resulta: 


Mm. log. ¥ = ala) log f(a) 


Mim, y= bhim roxy = f(a) а 


Basta, pues, sustituir z = 


y se obtiene el limite. 


EJEMPLOS, — Para z> O, resultan estos limites 


lim, dx = 25 та 


log ( +1) = lag. 1 
lim. (ea m1 
Nota. — Más adelante estudiaremos los casos en que las reglas 
de esta lección no dan los límites buscados. 
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Tal sucede, por ejemplo, cuando dividendo y divisor tienen lí- 
mite 0; en tales casos, los límites se llaman indeterminados, porque 
no están determinados por Jos límites de los datos, y según cuales 
sean las funciones, resultan límites diversos. 


26. — Sustitución de variables equivalentes. 

En (19) hemos llamado equivalentes а dos varaibles cuyo co- 
ciento tiene límite 1. 

Si en una expresión se sustituye el factor o divisor а por otro 
equivalente б, el límite de la expresión no varía. 

En efecto, sustituir a por б equivale a multiplicar la expresión 
por В/а; y como el límite de este cociente es 1, el límite de Ja ex- 
presión queda multiplicado por 1, es decir, no varía. 


Езкммо 1. — Senn las expresiones: 


e. senta are sen ә 
dr tz 


sustituyendo sen л, are sen s, tg # por su equivalente л, у ol infinitéaimo 
Ag 22 por su equivalente 07, en cada una do las dos fracciones, sus límites no 
se alteran, y basta por tanto calcular los limites de 


за z 
Звя ‘25 


que son, respectivamente, %4 у %4. 


Езимт1ю 2. — Puesto que z, sen s, ig 7, son equivalentes, sus diferencias 
son de orden superior al primero. Мба adelanto demostraremos: 


2002, tg 2—2, tg z—sen z 


son respectivamento equivalentes a: 


Esta última resulta inmediatamente, pues: 
tgaz— son z= sen r (1 — cos 2): coss 


y sustituyendo sen z por z, y 1— от por 3422 resulta equivalente a 42%. 


Nota. — Hemos demostrado que la sustitución de un infinité- 
simo por otro equivalente no altera el límite cuando aquél se pre- 
senta como factor o divisor; pero no es legítima la sustitución cuan- 
do se presenta como sumando. Es decir: la supresión de sumandos in- 
finitésimos de orden superior puede conduci” a resultados erróneos. 

Ejemplos varios de esta operación ilegítima puedez verse en (32). 


Lección 7 
VARIABLES INFINITAS Y LIMITES INFINITOS 


27. — Generalizaciones del concepto de límite. 

Recordemos la definición dada en (9). 

І. Límite finito para x fínito. — Hemos definido el límite de 
f(z) para un valor finito = — a diciendo: 


P lím. f(2)=1 para z+a 
cuando es: 1/(2)--1]<e tomando | Ax |< ð; 


excepto para el valor ж == а en el cual f(x) puede tomar un valor 
cualquiera o no tener valor. Vamos a generalizar este concepto. 

П. Límite finito para x= o. — Se dice que la función f(x) 
tiende hacia el límite finito ¿ para z— co, euando so verifica que el 
valor absoluto de la diferencia entre f(z) y el límite 2 llega a ser 
menor que un número e, tan pequeño como se quiera, con tal de to- 


mar а z suficientemente grande, es decir, mayor que un cierto nú- 
mero Н. 


Escribiremos lîm. f(x) == 2 para z > co cuando sea 
1f(x) —1|<e para |х| >Н. 
La recta у = Га Ja qu 


aproxima la curva, legando a diferir 
de ella tan poco como se quiera, se llama asíntota. 

UL. Límite infinito para z finito. — Se dice que la función f(z) 
tiende hacia el límito со рага £> a cuando f(z) llega a ser mayor 
que cualquier número dado K por grande que sea, con tal de tomar 
a ж suficientemente próxima а а. 

Eseribiremos: lím. f(z) — о para г >a cuando | f(x) | > К, 
para | Az |< 8. 


Si la función se conserva positiva, escribiremos: 
lim. f(z) = -+ =, 
y si so conserva negativa: 
lim. f(z) =—w. 


La curva se aproxima a la recta ж ~ a, llegando la distancia a 
ser tan pequeña como se quiera. Esta recta х — a es también asíntota 
de la curva. 
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Por abreviar se dice con frecuencia que una función es infinita 
о se hace infinita para £ — a, cuando tiene límite со al tender z a a, 
pero no debe olvidarse el significado verdadero de esta frase. Así, 
por ejemplo, decimos que la tangente de 90° о 7/2 es co, en vez 
de decir, que el cuadrante carece de tangente, pero que tg ж crece 
infinitamente cuando т > 7/2. Este es el significado de la expresión 
incorrecta, pero de uso corriente: tg 909 = co. 


IV. Límite infinito para z— с. Se dice que f(x) viene lí- 
mite co рага 2 ><, cuando se verifica que f(x) Лена a ser mayor 
que cualquier número dado K, por grande que sea, con tal de tomar 
12] suficientemente grande, es decir, mayor que otro número H. 

Escribiremos: Иш. f(z) =% para z—> %. 


cuando: | f(z) | > К, para |г| > H. 


EJEMPLO 1. — Para ver la representación gráfica do los diversos tipos de 
límite, sca, por ejemplo la funció 


z+1 
2—1 


у construyamos la gráfica correspondiente. 

Veamos que ésta nos suministra ejemplos 
de los tipos 1, II, HI. 

Para 7=—1 ln función so anula; para 
—1; tenemos así puntos de in- 
n los ejes. Si 2 tiendo hacia O, 
atinun basta sustituir æ= Û 
y=—1 (tipo 1). 

Bi damos a z el valor 1, la función caroce de valor numérico; pero si da- 
mos valores próximos a 1, cl denominador ж — 1 es un infinitésimo y la función 
tieno límite co, con signo + о — según ва 2 > 1 о bien ж < 1; pues siendo 
positivo el numerador, la fracción tiene el mismo signo del denominador; la 
curva ве aleja, pues, infinitamente hacia arriba para valores próximos al 
Z= 1, pero situados а la derecha; y hacia abajo para los valores a la izquierda 
dol а = 1. Prescindiendo del signo de y podemos escribir: lím. y = eo (tipo ПТ). 
La recta = = 1 es una asintota de la curva. Si hacemos erocor infinitamente ш 
hacia la derecha o hacia la izquierda, es decir, tomando valores positivos о ne- 


gativos, la ordenada y tiende bacia 1, pues difiero de 1 en la fracción 2: (2—1) 
que ев infinitésima; luego lím, y =1' (tipo П). La recta y = 1 es otra asíntota. 
Eseurio 2. — Sea la función 
E 
22 


Con razonamiento análogo resulta: 
lm. у = о para 2+2 ; (tipo UI) 
lím. y=% рага zeo; (tipo IV) 
La curva, tiene por tanto, una asintota 


2-2; para estudiar la otra rama infinita, sepa- 
remos del cociente su parte entera y tendremos 


э=л-+н4+ 
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ferencia do ordenadas con la curva 
Juego también Ja recta у= ғ +4 
de ella, en el primer cuadrante; por 


Si construimos la recta ¥ = # +4, la di 
es una fracción infinitésimo, para -> oc 
ев asintota, quedando In eurva por 
debajo en el tercero, 

Para que esto error 
es decir: la mproximael 
de lo que sueede en «1 e, 


іе 0,01 deberá tomarse x superior а 800, 
lentas al contrario 


земено 3, — Repres con unidad 1 em. 
y ealeular desde qué valor de x la eurva coincide prácticamente con el semi 
tje — z. 


Solución: desde л 


005. 


3 el error єз <0 


28. — Principio del crecimiento indefinido. А 

No se confunda el crecimiento indefinido (o егесітіемо воп 
tante, o monotonía o erccimiento sin fin) con el erecimiento infinito, 
es decir, que llega a superar a cualquier número. Por ejemplo, si se 
agregan cifras 1 en la expresión 0,1111.... crece indefinidamente, 
poro no infinitamente, pues se conserva acolada, es decir, menor que 
am húmero Sijo (por ejemplo, n 

Caben dos casos: Si la variable crec 
límite se. Si está acotada, su parte enters 
valor, alcanzado el cual, las décimas no pu do 9; luego desde 
un lugar en adelante dicha cifra aleanzará un máximo, y fijada ya 
ésta, las centóximas llegarán а un máximo no superior a 9, ete, Bl 
número así formado con estas cifras es el límite de la variable, 
puesto que ésta difiere de él en menos de una unidad de un orden 
tan avanzado como se quiera 

Resulta así el teorema Fundamental: 

Toda variable creciente acolada tiene un limite finito, De otro 
modo: Toda variable creciente tiene límite, finito o infinito. 


qne 1) 
ente 


о está acotada, tiene 
a cierto 


no puedo ехесйе 
len pasai 


Западе ancex trarine n la 


вмро, — 1. Al agreg 


rocha del 0, se forma un suecxión creciente Odi; ОЬ; Ombe; que som 
verge hacia el número real, Ojaded ... menor que 1. 
2. — Si m pera se rés compuesto al 100 9 атца! se com 


se nenmulan intereses al vencer el primer 

si se acumulan intereses por trimestres, 
resultado; sin embargo, esto crecimiento in- 
o en OS) у ite es 2TIS2S.. 


vierte on # al cabo de 
semestre, resultan (1 

por meses, pur dins, .... es 
definido es finito, como vere 


29. — Límites indeterminados. 
De 
Si una variable y es 

y reciprocamente. 
Esta propiedad p 

nado a otros, por ejemplo al tipo %/p, del modo siguiente: 


ах definiciones anteriores, resulta: 
nfinitésima, su recíproca гу єх infinita, 


mite reducir unos casos de límite indetermi- 
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Tipo 0.co. Es decir un factor (z) tiendo a 0 y el otro ф(я) tiendo а «o. 
Podemos trasformar el producto f(2).q(2) азі: 


que es del tipo 0:0. 
Tipo co: co. El cociente f(z): p(z) puede escribirse así: 
її: p(2)]: [1: /(®)1 


que ов del tipo 0:0. 


Tipo co — о. La diferencia f(z) — ф(х) de dos funciones que tienden 
ambas a +o, so puedo escribir así, llamando F(z) y (z) а las recíprocas: 


1 1 1 1 D(z) — F(z) 


1:76) 1: 9(=) ке) 
y como por hipótesis f(z) y g(x) tiend 
tipo 0: 0. 

Memos reducido todos los tipos a éste, por sor el más importanto del 


Cálculo diferencial, como veremos; pero sin él cubo resolver muchos casos до 
indeterminación (V, Ejes 


a) F(2).0(2) 
a co, la fracción obtenida es del 


30. — Límites de exponenciales. 
He aquí los casos más elementales de límites para variable infinita; 

La función exponencial az, para z > -- %, tione límite co, 
es a > 1; y límite 0 si es a < 1. 

Si a1 +d es: ar (1 4 Ф)" >> dn (n parte entera de ж) 
tomando un solo término del desarrollo, luego ereee infinitamente 
para х -+ о. 

Si es а <1 pongamos b= l:a y result 
denominador es un infi 


as — 1:1. Como el 
to, el cociente es un infinitésimo, 

Si el exponente х > —— co, las conclusiones son opuestas: Si 
a>1, a0; si a< 1, а æ. 


Nota. — Bon éstos casos do límitos singulares, pero no indeterminados; 
éstos so presentarán más adelante. 

Si la baso а > 1 es variable, el límite de az puede ser fi 
vió en el ejemplo do (23) y (28), que resultó el límite 2,718 


ito, como ya se 
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1, — Obsérvese que en la función que expresa el valor de una mercadería 
(véase párrafo 8) al crecer infinitamente z también crece y infinitamento, ов 
decir: para г-у ао , lim. ¥= co (tipo IV) para x > 2 carece de limite. 


2. — Dividiendo numerador y denominador por una potencia de =, caleu- 
Jar, para х > оо los límites de: 
2—1 2x2 3 а — 


+1 ' 3241 ° 245 
. — Calcular, por simplificación, el límite para z > co de la expresión 
n—1 +1 


+з 


و 
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LOS INFINITOS 


31. — Comparación de infinitos. 

Las variables infinitas, o infinitamente grandes, es decir, las 
que tienen límite co, pueden compararse de igual modo que los in- 
finitésimos. También aquí caben cuatro casos: 

19) lim. (A: B) = =; se A es de orden superior a B. 

25) lím. (А:В) —0; el orden de А es inferior al de B. 

3.) El límite es finito no nulo; se dice que los infinitos A y В 
воп del mismo orden; si el límite ез 1, se llaman equivalentes. 

45) No existe límite; A y B s 


dicen no comparables, 


Lo mismo que en los infinitésimos, en la comparación del or- 
den se prescinde del signo; pero los infinitos equivalentes tienen 
igual signo. 

Como tipos de referencia se adoptan los infinitos х, 2%, 4% .... 
ue se Патап de 1.°, 2.°, 3, .... orden. 

Do modo análogo a lo demostrado para los infinitésimos, resulta: 

Si a un infinito A se le suma otro infinito В de orden inferior 
(o variable finita), el infinito A+B es equivalente al A. 


En efecto: (AG B):A=14B/4>14-0 0.1 


como corolario de la propiedad anterior, resulta: 

Todo polinomio ordenado, de grado entero o fraccionario, posi- 
tivo, es equivalente a su término más elevado. 

En efecto, al sumarle cada término inferior, resulta equivalente, 
según acabamos de demostrar. 


32. — Principio general de sustitución. 
Podemos completar ahora el principio de sustitución demostra- 
do en (26), enunciándolo en esta forma: 
El límite de una expresión monomia no varía si se sustituye: 


a) Un factor finito por su límite, no nulo. 

b) Un factor infinitésimo por otro equivalente, 
e) Un factor infinito por otro equivalente. 

Lo mismo acontece si en vez de factor es divisor. 


34 тоз INFINITOS 


Aplicación importante: 
cocientes: 


ienen igual límite para z> оо, los 


авч dl aza 

a FF LN ° a 

pues cada polinomio es equivalente a su término más elevado. 
Caben tres casos: 


1°) Si es m= n, resulta el límite a/a”. Es decir: 

El límite para £—> o, del cociente de dos polinomios de igual 
grado es igual al cociente de los coeficientes de los términos supe- 
riores. 

2.) Si es эп < n, simplificando resulta lím, = 0. 

B.e) Siesm>n, » ” ==. 


El límite para £ «o, del cociente de dos polinomios de distin- 
to grado, es cero o infinito, según que el grado del numerador sea 
menor o mayor que el grado del denominador, 


Nora. — Cuídeso mucho de no sustituir un sumando por otro equivalente, 
tráteso do infinitos o infinitósimos, pues el resultado puedo ser absurdo. 


Езкмтто 1. — Si еп la función 
аа (21241) 
dondo æ -» 0 se sustituye el paréntesis por cl infinito equivalente 2-2 romilta 0; 
embargo, el límito os —1. 


EsrxpLo 2. — Hemos obtenido cn el ejemplo 2 de (20) para 2-0: 
Mm. (tg — зер z):z3 = 14 п) 

Si еп el numerador hubiéramos sustituido tg # y seuz por su equivalonto z, 
habría rerultado el limite falso 0. 

Bea la expresión: 

tE 2— (sen x + 253) 
= 

Si despreciáramos el infinitésimo do orden superior 223, es decir, si sus- 
tituyéramos sen z -}- 222 por su cquivalento senz, resultaría la misma expre: 
sión [1], cuyo limito es %. Sin embargo, cl verdadero límite es — 3/4. 

Obsérveso también quo la diferencia de dos infinitos puede ser infinitósima. 


nitamento; pues multiplicando y dividiendo por la suma, se puede cscribir asî: 
а 4 a) ê a 
vaaz уй+а+х 
que es un infinitésimo, como reciproco de una variable que creco infinitamente. 
Anólogamente: cs infinitésima al erecer ш infinitamente la diferencia 


Vaz FU) F e— (az +B) 
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— Asíntotas de las curvas planas. 
Se dice que un punto se aleja infinitamente sobre una curva, 
cuando su z, o su y, o ambas coordenadas, crecen infinitamente, 


Se Hama asintota una recta f tal que la distancia Pt desde el 
punto Р de la curva tiende a Û al alejarse P sobre la curva, es de- 
cir, al erecer infinitamente r, y, o ambas. (Figura en (27), „ 2). 

Primer caso, Si para х э œ es lim. y= b, finito, ya hemos 
visto que la recta y = b es la asíntota de la rama infinita. 

Segundo caso. Si para х эа, уэ e, la asintota es la recta 
na. 

Tercer caso. — Si z o y crecen infinitamente y se caleula 
Jim. уш == т, se dice que la rama tiene la dirección de la recta 
y — mz. Tal Ит. у: © existe siempre que hay asíntota y == ms -+ a, 
pues si las coordenadas del pie 7” de la distancia Pf son xy, las 
de P difieren de ellas en infinitésimos y su cociente tiene el mismo 
Imite эп, La ecnación de la еца puede escribirse, pues, en la forma: 


ием 


и теа аъ (din по раға 29 2) 
Reciprocamente: si la сита tiene un punto impropio A, es de- 
cir, si yor mm, y puede escribirse la ceuación en la forma pre- 


citada, о sea 


so caleula la orden 


1 el origen 


а= lín 


(u — me) para > = 


la distancia del punto de la curva a la recta y = m -+ a, es precisa: 
mente ð, medida verticalmente; y сото tiende a 0, también tiende a 0 
Ja distancia normal, que solo difiere en un factor coseno; luego esta 
recta es la asíntota. La rama de curva que tiene asíntota se Пата 
hiperbólica, y se dice que £ es la tangente en А; la justificación se 
verá en (45). ¢ dice que la tangente es la recta 
impropia y la curva se llama parabólica. Cabe también que no haya 
tangente en А, es decir, que y — mr carezca de limite, Por último, 
hay curvas infinitas sin dirección, es deci e lím. y: 2. 


> по е 


Eseurio 1. — Sila 


mación es y = P(r): Q(£) siendo el grado del poli- 
поп» dividendo P(r) superior en 1 al grado del polinomio divisor Q (7), efec 
tuada la división y sacada la parte entera тл 4- a, la frac 
tiende в 0 por tener el numerador de menor grado que el d 
ве tiene la asíntota y = mz -i a. 


a complementaria 
nominador, luego 


Sea por ejemplo: y= 


la parte entera es 


зв LOS INFINITOS 


TsexeLo 2. — Si la ocunción es y 
y = ах + b, pues la diforeneia es infi 
esta recta у= az -+b es la asintota. 


VU FOTOS la parto principal es 
imo, como se ha visto gn (32); nego 


Esmmrto 3. — Sen la cónica: 222 


despojando, result 


Juego las dos asintotas son 


29—1—(242) 
Езкмтто 4. — La curva ostudiada en (9) Ej. 4, de couación у= ж. sen х/х 
tiono la dirección del ejo z, pues y: ¥ > 0; ¡lemuéstreso que asintota es у = m- 
Кзкмрто 5. — La parábola y = У z tiene la dirección del ejo т, poro es 
parnbólica, 

Езкмтїр б. — La curva 
sin tangente propia ni impr 
ln asintota y = 0, 

La curva у =z . sen zx carece de d 
rales de Arquímedes y Jogaritmi 


sen x tiene la direeción del ejo z, 
зеп л/т, (9) Ej. 3, Пепо 


apoco la tienen las capi: 


34. — Crecimientos potencial, exponencial y logaritmico. 
Para 2 = со tienen limite infinito las funciones: 
am (т> 0); ах (а>1);1оь=  (a>1) 
Comparemos estos tres infinitos. 
в =1 4d, кі Mamamos n а la parte ent 
argar= (14 d)” 
у нї tomamos on número de t e pura quo cl polinomio do va- 


ríablo n resulte de grado кире polinomio ex o do orden ви. 
perior al (n-f-1)m, y por tanto, superior n om; luego: 


linnte divisió 
de x serás 


n (m1) dea 


y para ello, siendo 


Раға = > co, la esponenciol as єз un infinito de orden superior а хт, cual. 
quiera que sea m. 

Si llamamos = = 10; 
de orden superior а s 


а, resulta: х 
log r. Es de 


25 xm = (туе, luego xm ев infinito 


Para # > co, la potencia am, cualquicra que sea cl exponente m >O, es 

un infinito superior al logaritmo de 7. 
Podemos, pues, establecer la escala de infi 
Orden de ax, mayor que orden de sm, m: 


or que orden de log ж. 


Infinitésimos potencial y exponencial. — $ mos las recíprocas, resulta 
quo el infinitósimo а-х va de orden superior al zm, puesto que su cociente es 
recíproco del aX:zm, y, por tanto, tiendo a 0. Por tante 

Todo infinitésimo exponencial es de orden superior a todo infinitisimo po- 
tencial. 


Así se explica que la aproximación de las curvas exponencinles a su asin- 
tota es más rápida que еп das potenciales. 

Obsérvese, por ejemplo, la gráfica de la función #* y se nota que la apro- 
ximación hacia el sen ж ев tan rápida que ya desde 2=--5 el valor 
os 3-5 < 0,005; y si la unidad es 1 ст. este crror es menor que el grueso de 
una Inea del dibujo y, por tanto, puede continuaree la curva como si fuera 
el semiejo — z. 
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jones potencial y exponencial depara sor- 

imada- 

зде 0,001; pues los puteucias valen aproximadamnt 

аз de lu función ne son: 

uo pronto escapa la gráfica 

Jeuadas de la primora gráfica 
valor suficiento de n. 


mento una recta de pe 
1,002; 1,003; 1,004; 
16,51, Я 
del cuadro de dibujo. Demuéstrese que lus o 
Megan а superar а las de 


— Representar gráficamente cu coordenadas cartesianas la fuu 
y хов, 
Esta función define el movimiento rectilínco vibratorio до un punto sujeto 
al extromo de un resorte que se distiende una longitud а y so abundona а si 
mismo; se admito que la fuerza es proporcional a la distancia, es decir: — туу 
y suponemos que el rozamiento es en todo m 
в decir, es igual a ella por un cierto rocficiente 2A, Finalmente 3: 
Si no existiera el factor e-t, la gráfica sería una sinusoide cuyas ordonadas 
están multiplicadas por а y lus longitudes de lus ondas divididas por $; el 
factor e tiendo bacia O al crecer £ y va reduciendo rápidamente las ampli- 
tudes o alturas de las ondas, resultando: 
Constrúyaso la curva раға los valores: =l; А0015 


сз cos ate 


NOTA: Gráficas con escala logaritmica, 

Шетоз lamado la atención del lector sobre el orden de infinit 
Ponencia] respecto de Ја potencial. Por grande quo sea el exponente m y el eocfi- 
ciente do ат, y por pequeño que sen el coeficiente de la exponencial, ósta Шора 
a superar a aquélla rápidamente, Por este crecimiento rápido, al dibujar grá- 
ficas de funciones exponenciales, pronto adquiere la ordenada valores que exeo- 
den la altura del papel; para evitar esto y poder representar intervalos mûs am- 
plios, se acostumbra а veces a adoptar para las y una свеца logaritmica, ea 
decir, en vez de levar como ordenadas las y se llevan sus logaritmos, quo erceen 
mucho más lentamente y con esto se simplifica la función, pues los factores ox- 
ponenciales se convierten en lineales, facilitando mucho cl trazado. 

Estas gráficos se dibujan râj nte sobre pupel logarítmico, que Jifioro 
del papel milimótrico ordinario en que las distancias de jas rayas do ua sis- 
tema son los logaritmos de los múmeros suecsios, También huy papel en quo 
las dos osculas son logarítmicas. 


EJERCICIOS 


1 


Representar en papel loga 
.— En la obra do KOESTLEN -TRAMER 
für Ingenicure, so leo en pág. 205 
para z=- o, lim. (£-+cosz) = indeterminado (no cs -H ас). 
para 2 =-— æ, lim. (= + сов) = indeterminado (no es — 00). 

Demuéstreso la inexactitud de ambas afirmaciones, probando que el limito 
existo y es +o у — 20 respectivamente. 

3.—gTione límite infinito la función z.senz para #4 cof 

4.— Determinar las asíntotas de las curvas 


Infinitesimalrechnung 


ay —y 
аз— 2y ыу 


Lección 9 


SERIES GEOMETRICAS Y ALTERNADAS 


35. — Series; condición necesaria de convergencia, 

El algoritmo de las series se reduce a tomar límites para n > о 
en la suma S, de los n primeros términos. El caso más sencillo y fre- 
cuente es la progresión geométri 


a+aq + aq t... +t .... 


cuyo significado es el siguiente: se forma la sum 


indefinida, o serie geométrica: 


Sma + aq + .... aq t и! 


de los n primeros términos; y se ealenla su límite para n =» оо. 


En general: la serie u, 
si las sumas Sp = u, >| 
es la suma de la serie; si el lín 
по existe límite, se Пата oscilante. 


и} . se Пата convergente 
n límite finito S, y 8 


le se Hama divergente; 


- Un tien 


es ос la sen 


El símbolo + .... detrás de иза su 
bolo antepuesto lîm. рага n — %. 

Puesto que S, y Sa., tienden hacia S su diferencia up >0. Es 
decir; condición necesaria de convergencia es que tI término genc- 
ral tienda а 0. 


equivale, pues, al sím- 


36. — Progresión geométrica indefinida. 
Observemos que al multiplicar [1] por 1 — q, se simplifica el pro- 
dueto, hasta reducirse a a— aq”; luego el valor de S, es: 


аар а aq" 


1—4 1-4 1 

Si es |q; < 1, la potencia q” llega a ser menor que cualquier 
número positivo; es decir, la segunda fracción tiene por límite 0, 
y por tant 


1—9 


es decir: la suma de la progresión geométrica convergente es igual 
al primer término dividido por 1 menos la razón. 


Si [41221 resulta divergente: y si q=1 la progresión 


SERIES GEOMETRICAS Y ALTERNADAS зә 


Si es q= — 1 la progresión а —a + a—... es oscilante, pues- 
to que las sumas sucesivas valen O y a, alternativamente, 


Езкмрто. — Es convorgento la serie: 
1 1 1 1 1 
+ + + + 
20 E3 ЕЗ ES En 


por tenor razón menor que 1, y su suma vale 2. 
Esta misma, con signos alternados, es también convergente y su suma 
1 2 


14% з 


37. — Series alternadas. Criterio de convergencia. 

Una serie de términos alternativamente positivos y negativos, y 
cuyos valores absolutos son decrecientes, se llama alternada, Es de- 
cir, es alternada la serie: 


‚= a азаздан 
con la condición: 
AM O 


Las sumas sucesivas se forman de este modo: una vez obtenida 
una, la siguiente resulta de llevar el segmento que representa el nue- 
vo tórmino, hacia la izquierda si es negativo, hacia la derecha si es 
positivo; y como cada término es menor que el anterior, cada seg- 
mento queda dentro del anterior, como indica la figura. 


Las sumas pares $ .... van creciendo y se conservan 
menores que S,, luego por el principio del crecimiento indefinido 
(28) tienen un límite S; análogamente las sumas impares van decre- 
ciendo y como son mayores que 0, tienen un límite S’. Es decir: 


lím. 5..6 5 ; lím. Бан = S” 
Como la diferencia entre dos sumas sucesivas es el término ta, 
restando ambas igualdades resulta: lím. u, — 5° — S 


Por tanto: si и, >0, es 5” — S y este límite único es la suma de 
la serie, que es convergente; si и, no tiende a 0, la serie es oscilante. 
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En el caso de convergencia, como la suma 8 es mayor que las 
sumas pares y menor que las impares, difiere de cada una menos 
que éstas entre sí, o sea, menos que el nuevo término ttp. Es decir: 


S—5<8—8 M4 , 8#—8,<8,—5=и, , 


S—8<8—8 ==, > — 8 Us 


Podemos, pues, enunciar esta doble propiedad importante: 

La condición necesaria y suficiente para que una serie alter- 
nada sea convergente, es que el término general tienda a cero. 

El error cometido al tomar una suma parcial como valor de la 
suma total, es menor que el término siguiente, y es por defecto о 


por exceso, según que éste sea positivo o negativo. 


Esempio 1. — Son la seric alternada: 


que es convergente, por tener sus tórminos decrecientes y tender a 0, Su suma, 
como voromos más adelanto, es л: 4. 

El error qee se cometo al tomar los cien primeros términos, es menor que 
el siguiente, o sea 1:101; de modo que con tan improbo trabajo solamento 
obtonemos dos cifras exactas. 

Sories tan lentamento convergentes son inútiles para el cáleulo aproximado. 


Ковмрио 2. — Sen la serie alternada: 


quo también es convergente por tener decrecientes y con límite 0 sus términos. 
Si tomáramos como antes, 100 términos, ol error sería menor que una uni- 
dad de orden 157; para obtener dos cifras exactas basta tomar cuatro tórminos. 
Estas series, tan rápidamente convergentes, son el modio ideal del cálculo. 
Esta, en particular, tiene la ventaja de que sus términos so calculan muy 
fácilmente, pues basta una división sencilla para deducir de cada término el 
siguiente. La suma de esta serie, según veremos (42), es 1:с. 


EJERCICIOS 
1. — Deducir las reglas dadas on Aritmética para formar la fracción ог 
dinaria equivalente a una expresión decimal periódica. 
2. — Formar una serie do términos alternados que tiendan a cero y sin 
embarga sea divergente. 
3. — Sumar las series geométricas convergentes: 
OLOR o... Fh 


Lección 10 
SERIES DE TERMINOS POSITIVOS 


38. — Clasificación de las series de términos positivos. 
Consideremos ahora una serie cualquiera: 


u Hus Ac Fu} .... 


de términos positivos. Las sumas sucesivas: 
E 


van creciendo, luego sólo caben dos casos: si llegan a superar а 
cualquier número, por grande que sea, S, tiene límite © y la serie 
se Пата divergente; si, por el contrario, S, se conserva finita, es 
decir, inferior a un número fijo, la variable S, tiene límite fini- 
to 8; la scrie se llama entonces convergente у S es su suma. El 
error cometido al tomar como valor de 5 la suma 5, es exacta- 
mente la serie: 


Br Unos F Ma <... 


Mamada resto de orden n, Cuando se sabe encontrar un número su- 
perior al valor de esta serie, se tiene una acotación del error come- 
tido. Esta acotación del error suele lograrse por comparación con 
una serie conocida; por ejemplo, una progresión geométrica. 


Nota, — A veces, un artificio permite, no sólo clasificar una serie, sino tam- 
bión calcular su suma. Sea por ejemplo: 


1 1 
ي‎ N aal 
12 23 


+ + ———— 
паа ж її & 5 n+1 1 n+1 


Juego la serie converge y su suma vale 1. 
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хоз POSITIVOS 


39. — Criterio de comparación. 
Para las series de términos posit 
Si una serie tiene sus términos menores que los de otra con- 
vergente, también es convergente. 


оз se y 


i una serie tiene sus términos muyores que los de otra diver- 
gente, también es divergente. 
Pues siendo S, < $ 


а finito, también 8, luego 
iendo Sa > Sy si Sa crece in- 


que en ien, 
cuyo término general tiendo 


iente que u, => 0, para asegurar In convergencia. 


He aquí, 
a cero. No es, por tanto, suf 


40. — Criterio de D'Alembert. 
Si Ja serie no e 


una progresión geomótrica, la razón de un 
onstanto, es decir, varía con n, Si es 
alta el siguiente criterio, llamado 


término al anterior по es 
Hm. (мочь) = l para п э æ, ri 


de D'Alembert: 


Si 1<1 la serie converge. 
Sil>1 „ „ diverge. 


Sil=ld , „ез dudosa, 


Primer caso.—Puesto que el límite del cociente Un /1p es < 1, 
clijamos un número intermedio q, es decir: 1< q < 1. 

Desde un lugar т en adelante, la variable tinu : u, debe conser- 
varse menor que q; puesto que llega a diferir de 1 menos de q — 1. 

Prescindiendo de los términos anteriores (los que no alteran el 


carácter de la serie) se verifica por consiguiente: 


Umam LG у mss < Um 
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es decir, cada término es menor que el anterior por q; luego los tér- 
“minos son menores que los de la serie geométrica 


ЕЕ 


que es convergente por ser la razón q < 1; luego también converge 
la serie dada. 

No sólo queda así demostrada la convergencia, sino que tenemos 
ола cota superi 


jı para el resto, como veremos en algún ejemplo. 


HIRMPLO 2, — Consideremos la serie, sumamente importante 
1 1 


СИГЕ 
Та razón de un término al anterior es 1: я, que tiene límite 0 para n= co, 
luego ln serie es convergente, Su suma es mayor que 1-+1=2; veremos que 
vale 2,718... y se designa siempre por la letra €, 
El error cometido al detenernos en 1/9, o sea la serie que forma el resto, 
es menor que la serie gor razón 1/(n +1), о wea: 


R< 


próximo a 1, el resto sería mucho mayor, y la utilidad de la serie с 
sor necesario tomar muchos términos para lograr una aproximación 


Segundo caso. — Si I > 1, desde un n en adelante ol co- 
ciente ú»,,/4a supera a 1, como se vió en (10); será por tanto: 
Uan > Un; y siendo crecientes los térmi 
número, os de 


suma superará a todo 


s la serie es divergente. 


41. — Caso dudoso. Criterio de Raabe. 
Cuando resulte lim. и, 
ter de la serie, salvo si 


i/t, == 1, nuda puede decirse del caráe- 
lla > 1, en cuyo caso es divergente. 
ories muy rápida- 
mente convergentes es 1 < 1. Hay, pues, que acudir a otros criterios, 
de los cuales el más importante, que daremos sin demostración (vénse 
en An, alg, pág. 398), es el siguiente, llamado de Raabe: 
Si la razón de un término jor tiende a 1, réstese de 1, 
y la diferencia (que es um in imo )se multiplica por n; se 
ealeula: L—lim.n(1—0,,,/0,) 3 у resulta: 


El caso ¿= 1 es el más frecuente, pues sólo ex 


ente. 


Si es L>1 la serie es convers 
Sies L<1 lu serie es divergente. 
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Езкмто 3. — 
1 1 1 1 1 
+ + host -+ Жену 
# иы 1) nz 
La razón de un término al anterior єз: - 
1 1 (M— 12 1 2 
Ads “Gs = жїзї; 
n (a--1)2 na me n 


al restar de 1 y multiplicar por т, queda: 


2n n 


quo tiende а 2, luego la serie converge. 


EJERCICIOS 


r las serios cuyos términos generales son: 


1 n—1 
яа 2)" na 


2. — Acotar el resto do la serio del ejemplo 3 у comprob 
damento quo la suma es 2/6. 

3. — Clasificar, por comparación, la serio formada por los términos impa- 
ros do Іа armónica y la sorie formada por los términos pares. 

4. — Demostrar el eriterio do Cauchy: Si lim. VU, ==, y es 1< 1 la serie 
converge; si (> 1, diverge. 

(La demostración es análoga a la expuesta para el criterio do d’Alembert, 
En el Ler caso basta elegir un número q entre Ї y 1; on el 2: el teorema es 
inmediato). 

5. — Por el artifi 
on Ejercicio 1. 

(Basta descomponer cada término en diferencia de dos fracciones). 

6. — Demostrar el criterio de Raabe en el caso 1< 1. 

(Basta observar que resulta %n,:/%n > 1—1/, y de aquí resulta que des- 
do un tórmino en adelante, los términos son mayores que los de la sori 
armónica, por un factor fijo). 


asi aproxima- 


icio usado en (38), sumar la primera serio clasificada 


Lección 11 
EL NUMERO е Y LOS LOGARITMOS NATURALES 
42. — Definición del número e. 


La función (1 4- 1/n)” es creciente para п = 1, 2, 3..., como se 
observa para los primeros valores: 


р 1,59-2,25 ; 1,33% == 2,37... 5 0... 


en general, desarrollando la potencia del binomio, 


па) 1 т(п—1)...[н—(з%—1)) 1 


т т! n" 


y simplificando se puede escribir así: 


141+(1—1/n):214 (1—*/0) (1 — 31+... 


+ (1—= 1/0) .... (1 1/0) св 


Al crecer n aumenta cada término; además se agregan nuevos 
términos positivos, luego la función erece; pero tiene límite finito 
por ser cada término menor que el correspondiente de la serie con- 
vergente 


y ser por tanto dicha fundión menor que la suma de esta seric; 
y aunque la regla del límite de una suma no es aplicable en general 
para infinitos sumandos, es legítima en este caso (véase la demostra- 
ción en las notas) y resulta: el límite para n= co de la expresión 
(1 + 1/m)* es el número que siempre se designa por e y que se caleu- 
la muy fácilmente por la serie: 


1 1 1 
+—— + 
21 3 
Si el exponente, en vez de ser m, es n h, la potencia queda 
multiplicada o dividida por una potencia № de la base, que tiende a 1; 
Juego dicho factor también tiende a 1, y el Jímite resulta también е. 
Si en vez de dividir »-+1 por m,se divide inversamente 
n por п 4-1, el límite es ¢”, luego podemos enunciar: el cociente de 


e=l+ . — 2,7182818284 .... 
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dos números naturales consecutivos, elevado a uno de ellos, aumen- 
tado o disminuido en cualquier número fijo, tiene el límite e o e, 
según que se divida el mayor por el menor, o inversamente. 


®звмутов: 
[(n—9):(n— 3)] >с 


[(2n +1): (2n 4 2)]2-3 > 0-2 


Nota. — La conclusión vale aunque los números no sean enteros, pues si 
en la base 1 -- 1/2 ponemos en vez de z su parte entera por defecto n, o por 
exceso т 4-1, во obtienen dos números que comprenden a aquél; у como el 
límite do estas potencias (conservando cl mismo exponente z) es e, también el 
de aquélla, que está comprendida entre ambas, es decir: 


lim. (1-4 1/2)x=0 para 2» оо "1 


donde la variable real ж toma valores cu 
límite, 


lesquiera, según la definición (2) de 


La serio de la función exponencial. 
Bi hubiéramos partido de la expresión 


(142/m)0 


dondo 


es positivo o negativo, se reduce a Ja anterior, poniendo 
resulta. 


Га +1/m)m]x 


y como (1+1/m)m»e para m- co resulta: 


її а/а] = [1 4- Зит] 


Ит, (1 4 t/n)" = er [2] 
Por otra parté, desarrollando la potencia, obtenemos como Jímite la serie: 


a а 
— + + 


ат R „эё 3) 


=1 4 


válida para todo valor de z, positivo o negativo. (У. notas). 
Esta serie permite calcular rápidamente e-t, Ve, .... 


43. — Los logaritmos naturales. 

Así como los logaritmos usados como auxiliares para los cálcu- 
los numéricos son los decimales, por ser 10 la base del sistema de 
numeración, los logaritmos que se presentan de modo natural en los 
cálculos teóricos son los de base e y por esto se llaman logaritmos 
naturales o también neperianos; nosotros los designaremos рог la 
letra 1, y otros autores así: log., ln, log nat.. .... 

Para pasar de unos a otros basta tomar logaritmos decimales en 
la expresión el == r, y resulta: log z —1 . log e. 
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La constante log. e= 0,43429... se designa siempre por M y 
so llama módulo de los logaritmos decimales. Por tanto: los logarit- 
mos decimales se deducen de los naturales multiplicándolos por el 
módulo. Así se han calculado las tablas de logaritmos decimales. 


44. — Casos de indeterminación de f(x)=". 


La тойа dada en ln lección 0, fracasa cuando el producto «(z).1/(4) 
adopta una forma indeterminada 0-с. He aquí los únicos casos posibles: 


Bm. f(2)=0 lim. f(z) =— о Forma 0° 
Bm. f(z) = 4 оо lim. (¥) = + o » w 
Mm. f(4) =1 ы. 10а) » 19 


Тав expresiones 0°, co”, 1% no tienen significado de potencis 
son símbolos que nos indican cuales son los límites de la base y del exponente 
en la potencia /(2) *'z?; en cada caso pueden resultar límites muy distintos 
sogún cunles sean las funciones /(2), a(x); por esto se Машав formas de in- 
doterminación. 

EsempLo, — Sea la función +2. Para x=» 0 el limite cs 1. 


Pues so verifica ly =z.lz » 0, según so ha demostrado on (34), ya que 
el infinitésimo potencial z predomina sobre cl infinito logarítmico. 


NOTAS 


Demostración del desarrollo en seric del número e. 


Memos visto en (42) que endu término del desarrollo do (2 -+3/n)" tiende 
para n — ec hucin el correspondiento término de la perio, Mas en general, com- 
paremos el desarrollo: 


афа) a (A aes BIH e 
QUA) (1 — En) cc. (Ima) am: ml Т, "1 


соп la serie [2] ашаа esponrucial. lu eunt designando por En al resto. ese 
remos nsf: 
у= 14 151 


Si # >0, el resto Р, 
tiendo а 0, es decir, E, < € eli Tp BOn 
menores que sus correspondientes en E, pues son milos desde la potencia san 
en adelante, y para los de exponentes” m ' . n Tos coeficientes 
entre paréntesis son productos de números menores que 1, y por tanto menores 
que 2, luego resulta, por cor 

Fijado ya m, los dos polinomios de grado m que figura 
fieren en menos de e desde un я en adelante, puesto que el 
рага n- ос; luego resulta: 


0< 


Para n со el límite de (1 sen ex es, por tanto, f(7), o sea 
In serie exponencial, quedando así probado el desarrollo [3], para z > 0, y ade: 
más esto: la sucesión (1 ¥/,)* es creciente y se conserta menor que su li 
mite ez, Š 

Para fijar las ideas hemos supuesto 2 > 0; pero el resultado [3] vale påra 
todo z, sen renl o imaginario, como se verá en Lece. 27, con leve modificación 
de la demostración anterior. 


en [4] y [5] di- 
® os limito del Le 


“<te. 


CAPITULO II 


DERIVADAS DE LAS FUNCIONES DE UNA VARIABLE 


Lección 12 
EL CONCEPTO DE DERIVADA 


45. — El problema de la tangente a una curva plana. 

Dada una función continua y —/(x) y la curva que la repre- 
sonta gráficamente, vamos a determinar la recta tangente en el 
punto А do abscisa т, y ordenada yo = f (24). 

Se Пата semirecta tangente en A por la derecha, al límite de 
la cuerda AB cuando B tiende hacia A рог la derecha, es decir, una 
somirceta AT cuya pendiente es el límite de la pendiente de la 
cuerda; veamos cuál es el coeficiente angular de esta recta AB. 


r 


| ! 
ol x 

Llamando Ay, al incremento de la ordenada e=""espondiente al in- 
cremento h de la abscisa, la pendiente o cocrieiente angular de la 
cuerda es 


Ayo (zo +h) — f (20) 


h h 
La pendiente de la semirrecta tangente por la derecha, es el lí- 
mite de este cociente de incrementos cuando В — 0, conservándose po- 
sitivo; análogamente resulta la semirrecta tangente por la izquier- 
da, haciendo h—>0 con valores negativos. Cuando ambas semiree- 
tas son opuestas, forman la recta tangente. 
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46. — Definición general de la derivada. 

Cuando la fracción Ay:Ac — Ay :h, cociente de inerementos, tie- 
ne límite único para h — Û, sea А positivo o negativo, este límite se 
lama derivada de f(z) en el punto xo; у se representa ахі: (ло). 
Es decir: 


[Û] FP) а. ed a) 


15) 


Llamamos inclinación de la curva hacia la derecha, al ángulo + 
que forma la semirccta tangente a la derecha con el semieje +2; 
y pendiente de la curva al número lg e — (20). 

El ángulo que forma con el m: eje -+£ la semirecta 
tangente por la izquierda e la misma tangente tri- 
gonomótrica. Por tanto, pod 


o sen 


La derivada en el punto ty 


gente, o sca: es la tangente Irigonamétrica 
el semieje £ con cuda ина de lus semir! 
Si la función /(r) tiene derivada 
derivada depende de ır, es di 
función derivada de f(r). o simplemente derivada, y ке т 
así: y’, o bien f'(x), o también: Df (r) 
Si el limite [1] es + о por ambos lados hay tangento vertical y so dico 


que la derivada сз -j go; ejemplo en (50) fig. 2%. Auflogumento si ов 
— co por ambos lados. 


de dos ángulos que forma 


tas tangentes. 


la punto «, el valor de la 


es una función de гу que se Пата 


presenta 


47. — Propiedades primeras de las derivadas. 
De la definición de deriv 
su ineremento es milo, Ie 


la resultas si la función es constante 


ale incrementos es nulo, y 


tambión su límite. Es d 


L La derivada ne una constante cualquiera es nula 


Si la función es y resultas 
Ay А 
Az Az 


y siendo este cociente 1. su dimite es i, ls deeir: 


IL La derivada de la variable independiente es 1 
Si una función se multip! eme de inerementos 


queda multipli 


адо por k y tambi Luego: 


IL Al multiplicar una función par una constante, sa dirivada 
queda multiplicada por lu misma constante. 
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Si una función es suma o diferencia de varias, por ejemplo: 
Yuso 
el incremento de y es suma o diferencia de los incrementos de éstas: 
Ay — Ли = Av Аю 
dividiendo рог h, resulta: 
Ay Au Av Л 
E TR” а h 
y el límite es la suma o diferencia de los límites; es decir: 


Y <= vw 
IV. La derivada de una suma algebraica de funciones es la зи- 
ma algebraica análogamente formada por sus derivadas. 
Corolario: Si los coeficientes son constantes es: 


(аи bv... lz) = aw + bv + .... +l 


48. — Derivada del logaritmo natural. 
Siendo ésta la función elemental a que pueden reducirse las de- 
más, caleularemos directamente su derivada. 
Elegido un punto cualquiera z, el cociente de incrementos es: 
Ay rR le 14/2) 
[1 h h 
y para calcular su límite al tender A > 0, pongamos ж = he y el co- 
ciento so transforma así: 


2.1)1 4-1/2) 1(1 + 1/2)* 


z z 
Fijado z, para h— 0 es 2> co, y el numerador (por ser el lo- 


garitmo función continua) tiende a le — 1; luego: 
Derivada de Iz — 1/2. 
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Nota, — Si el logaritmo es decimal, como log ж = Mir, In expresión ante- 
rior queda multiplicada рог М = 0,43429... y resulta: D log z = Мул. 
Más general: siendo log, z = 1/10, result 


D leg, z = 1/7.1 


Ejercioio. — Demostrar que la tangente en А a la curva logarítmica se puo- 
de construir uniéndolo con el punto D tal que CD = — 1. Construcción do la 
curva Jogarátmiea por puntos y tangentes. Dibujada en pape) milimétrico, uti- 
Исеве como tabla de logaritmos. 


49. — Diversos significados físicos de la derivada. 

Puesto que la derivada es el límite del cociente do incrementos Ay:Az, еп 
toda función física en que este cociente tenga un significado interesanto cuan- 
do y sen proporcional а z, se podrá generalizar al caso de una función no lineal, 
mediante el paso al límite, es decir, con la derivada. 

Mo aquí algunos ejemplos: 


1. Pendiente. — Duda una función lineal у = ах -+ b, el cocficiento angu- 
Jar а mido la pendiente; y el le de incrementos єз Ay:A = a, constante. 
Ві la función у = /(7) no es lineal, el cociento AY:Az se Nama pendiente 
media en el intervalo Az; su limite f(x) se Mama pendiente de 1а curva en 
el punto z, y no es sino 1а pendiente de la recta tangente. Como Ах y Ay son 
ambas longitudes, la pendiente es un número abstracto, 
el cociente do incrementos tiene límites distintos, según que Az tienda 
hacia 0 tomando valores positivos o negativos, la eurva tino un punto anguloso 
[véase el ejemplo de la nota (50)] y debe distinguirse entre pendiente a la dere- 
cha y pendiente а la iequierda, 

11. Velocidad. — FI movimiento de un punto sobre una recta, por ejempli 
Ja enida de un grave, nos da una trayectoria rectilinen en 
corrido es función del tiempo; tendremos asi: y=/(0). 

Si la función ex lineal: y=at-+D, el cociente de incrementos del espacio 
y dol tiempo es el número a, que representa el espucio recorrido en la unidad 
de tiempo. Esta velocidad а es constante y el movimiento se Паша uniforme. 

Si el movimiento viene expresado por una función y = /(0) no uniforme, 
el cociente Ay:Al se Mama velocidad media en el intervalo: At; poro al variar 
Af esta velocidad media varía, y para Af > 0 el límite /'(£) vo llama velocidad 
en el momento f. La velocidad es, pues, una función del tiempo. 

Si los espacios recorridos se miden en en 
cidad vieno expresada en ст. 

Gráfica del movimiento. — En un sistema de coordenadas tomamos sobre 
el eje de abscisas los tiempos, sobre cl de ordenadas los espacios recorridos. 
Dicho movimiento nos dará vna gráfica sencilla y sus propiedades nos darán 
Jas del movimiento. 

La diferencia de ordenadas dividida por la diferencia de abscisas do dos 
puntos t, y t, nos dará un cociente que se Паша velocidad media on ese intor- 
valo de tiempo. Si tomamos un tiempo cada vez más pequeño ol límite del eo- 
ciente бе los espacios por los tiempos es la velocidad instantánea v= 7702). 


ue el espacio ro- 


y el tiempo en segundos, la volo- 
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En el movimiento más sencillo, el roctilíneo uniforme, que gráficamente во 
representa por una recta у = at +b, para encontrar la velocidad podemos to 
mar cualquier segmento, puesto que existe proporcionalidad (el cociente cons- 
tante es la pendiente); la velocidad es constante. 

En la caída do un grave la ecuación es y 
la gráfica es una parábola que no debe confundirse con 1а traycctoria de un 
proyectil; puesto que aquí so trata de un movimiento rectilineo y la gráfica 
esquema para ostudiar la relación entre los espacios y los 


14 физ, siendo g = 9,80 m/s2; 


es simplemento 
tiempos, 

111. Carga. — Consideremos una viga AB horizontal que soporta pesos а 
lo largo de toda ella, Si esto peso está uniformemento repartido, es decir, si 
longitudes iguales soportan posos iguales, el número de kg. que cargan sobro 
cada unidad do longitud es cl mismo en todas partes y so llama carga espcoifica 
о carga por unidad; es, pues, una magnitud compuesta: kg/cm. 

Si In carga es continua, pero no está uniformemente repartida, y lam 
mos Ay а la carga que pesa sobro cl segmento Az, el cociente Ay:Az ке Пата 
carga media, у su limito Az > 0, es decir, la dorivada y' en el punto considera- 
do, во lamn carga especifica en dicho punto. 

La gráfica do esta función у so Пата línea de cargas. La carga viono 
medida en kg./em. 

1V. Dilatación. — Si у = f(x) expresa una correspondencia entre dos os- 
calas, el cociente Ду: es constanto cuando la función son lineal, y so Mama 
ooeficionte de dilatación. Si In función no cs lineal, esto cociento во lumn dila- 
tación media en el intervalo y varía con Az; su límite para Az > 0, es docir, 
el número f'(x) se Пата coeficiente de dilatación cn el punto z. 

Como ambos incrementos son longitudes, el coeficiente de dilatación cs un 
número abstracto, Así diremos, por ejemplo: la dilatación es 1,04, ез deci 
tudes valo 1,04, o también: la dilatación es 4 %, valo de 
ineremonto de 1 es 0,04. 


V. Concentración. — Si en una disolución euntquiera, por ejemplo do una 

sal, la cantidad de sal contenida on la unidad de volumen do líquido es cons- 
tanto, cualquiera que sea la porción elegida, el cociente de esta cantidad de 
sal por el volumen so llama concentración. 
. Cuando la cantidad de sal por unidad de volumen varía según el lugar, se 
dico que la disolución no es homogénea; el cociente de la cantidad do sal por ol 
volumen correspondiente se llama concentración medía, y su limite al tender 
hacía сего el volumen so Пата concentración en el punto elegido. 

VI. Velocidad de reacción. — Puestos en contacto dos cuerpos A y B que 
reaccionan produciendo otro cuerpo С, la cantidad до ésto va creciendo con el 
tiempo, es decir, es función у = z(t). Si el aumento desde ol momento £ hasta 
el +A es Ay = f(t +A) — f(t), ol cociento Ay:At во lama velocidad media 
de reacción en el intervalo A. Si éste se toma cada vez más pequeño, dicha volo- 
cidad tiende hacia un valor límite, llamado velocidad en el momento t, que vieno 
medido por la derivada y= f(t). * 

Bi las cantidades del producto С зе miden en g. la velocidad de reacción 
vendrá expresada en g./s. 
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50. — Existencia de la derivada de las funciones continuas. 

Toda función que tiene derivada es continua; pues si ol cociente AY:AZ 
tiene limito finito para Az > 0, debe ser Ay infinitérimo del mismo orden, o de 
orden superior, según que la derivada эса f(z) 720, o bien /'(x) =0. Es de 
eir: f(z) debo ser continua. 

La recíproca no es cierta; huy funciones continuus quo no tienen derivada 
en algunos puntos, por no ser comparables los infínitésimos Ay у Az, es decir, 
por carecer de límite cl cociente de ambos. Tal sucede, por ejemplo, con la 
función ya considerada: у = 2.sen a/z, que es continua en todo el campo renl, 
incluso en el punto 7 = O, dondo es nula. E 
punto са: 


cociento de incrementos en dicho 


Ay 1(0 + һу — 700) h.son x/h 


az h 5 

о son: sen л/й, que caroco de limito pura В > 0, pues oscila entre -1 у —1, 

La curva carece de tangente en 0, y hay curvas віп tangente en ningún punto. 

A veces, el cociente de incrementos tiene Himites distintos según que A tien: 

da hacia 0 por la derceha о por ln izquierda, Entonces, las dos semircctas tan 

gentes no forman una sota recta, sino un ángulo distinto de 180". Los dos limi- 

tos dol cociente ineremental suelon lamare Derivada а la derecha y Derivada 

a la dequierda, y representan lus pendientes de las dos semirectas tangentes en 

el punto anguloso. Ben (fig. 1.) у х. nre tg 1/2; las pendientes en 0 son 
An 


У Y, 


ntes sou ambas + ос (punto de infle 
las pendientes sun — ое -l-o (punto cuspidal). 
In Técnica suclen venir dadas aproxima: 


fun 
damente y cabo 
función. Es decir: dada una fune 
de e para todo valor de 2; penál e 
Fácil ca ver que lu derivada queda 
so pueda fijar limite ninguno para cl error 
de la función exacta (2) sólo so sab 
amplitud коп uno y otro 
estrecha que ноа, hay funciones 


neia tendrá en la derivada el error de la 
f(x) que difiere de otra рл) en menos 
(ж) respecto de y(x)? 

Ada, sin que 
. En efecto, dada la gráfica de (2), 
que queda comprendida en una zona de 
us, dentro de dicha zo 


а, por muy 


nilas 


den diferir de f'(x) tamo сото se qui 
Bi es y= Ў z (fig. 2.*) las pondientes son ambas + co (punto de infle- 
sión); para y= Y 22 son — co + co (punto cuspidal). 
Bea por ejemplo: la función f(z) =0 dada co 
funciones que cumplen esta condición, es decir como representación de esta 
función y(x), tenemos el eje z, con error < 0,001; hay, por ejemplo otras del 
función (¥) cuyo valor absoluta es: | w(=) | < 0,001. Ahora bien, entre las 


aproximación de unn 
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tipo: (ғ) = sen Ar:1000, euyas derivadas son: y'(z) =k.cos kz:1000 y si 

es por ejemplo: k = 10% resulta que уу (г) toma valores que llegan a 100000. 
Se comprende, pues, que no existan aparatos para obtener mecánicamente 

las derivadas, habiéndolos en cumbio para calcular las áreas, las integrales, ete. 


Aprorimación dr tas funciones continuas wediante polinomios. 
Tlemos visto que toda función que ti 
funciones continuns que ro tienen Jerivad: 
in embargo, para la Técnica no tienen interés tales funciones, y puede 
admitirse que todas las funciones continuas que se presenten tienen derivada, 
Esta hipótesis es legítima, en virtud del teorema siguiente de Woierstrass: 

Si f(x) es continua en el intervalo [a,b], existe un polinomio Р(2) que 
difiere de f(z) tan poco como se quiera, en todo punto del intervalo. 

Ahora bien, las funciones quo se presentan en la Técnica tienen carácter 
"aproximado, es decir, sólo se sabe ón exacta está comprendida en- 
tro /(7) =8; es decir, la curva que representa exactamente ol fenómeno de 
quo so trato, está comprondida en la z otro Indo 
de la curva y= f(x) incrementos do 

Por tanto, por m 


me derivada es conti 


ма, pero hay 


complicada que sea ln función exacta, 
tud del teorema do Weierstrass, existo un polinomio que difiere do f(z) tau 
poco como so quiera, entro las infinitas curvas comprendidas dentro de dicha 
xona podemos elegir la representada por dicho poli 
cilla por tener tangentes on todos sus puntos, ya que el polinomio admite de 
rivada para todo valor de r. 

n vista do tul indeterminación, entre 1 
zona que da el límite de error, ке elige la 
do economía del esfue 
tarados, 


vis sencilla, por dos principios 
y la erconcia en la márima sencillez de lus Ісуса nu- 


Por esta т 
al ingeniero ada 


es legítimo admitir que todas las funciones continuas útiles 
m derivada, y así lo auporlremos rn lo sucesivo, 


EJERCICIOS 


1. — Demostrar que la derivada de la función у= 22 cs Y 

—Generalizar ésto, demostrando que la derivada de y =z" es y = 

— ¿Qué pendiente tiene la parábola 2 

in qué pumos tiene pendiente pre 
4. — Calcular el Angul 

de intersección, 

(No se ealeulen Ins dos inelinas 


та, 
у = г? en cada punto? 


у онә en cada punto 


, sino las dos pendientes). 


5. — Defínasc la recta tangente usando la inclinación, en vez do la pen- 
diente, demostrando la identidad de conceptos. (Fundamento: continuidad de 
Ла función tgz, y de su inversa). 


6. — Aplíqueso el concepto de tangente а los puntos impropios, sustituyen 
do inclinaciones o pendientes por distancias; véaso la identidad con la defini- 
ción (33). 

7. — Una función interesante, estudiada por González Quijano, so defino 
así: 00) =0, /(1) =1, f(%) = 1, y en general, el valor asignado en cada 
nuevo punto medio entre dos se forma sumando numeradores y Jenominadores 
de los valores fraccionarios que toma en los dos puntos. 

Demuéstrese su continuidad, completando su definición, y estúdiense sus 
tangentes. 


Lección 13 
CALCULO DE LAS DERIVADAS 


— Derivadas de las funciones inversas. 

Siendo y — f(x) función uniforme de z, si también es т fun- 
ción uniforme de y, es decir, si a cada valor de y (de un cierto in- 
tervalo) corresponde un valor de z, la función así obtenida х — p(y) 
se llama función inversa de f(x). La derivada de y respecto de х es 
límite de Ay:Az; la derivada de z, respecto de y es el límite Az: Ay. 
Como estas dos funciones son recíprocas, sus límites también lo son, 
es decir: la derivada de x respecto de y es reciproca de la derivada 
de y respecto de т. 

Geométricamente se llega ul mismo resultado: la derivada de y 
respecto de z es tg t; la de x respecto de y es tg Y, siendo v’ el ån- 
gulo que forma la tangente con el eje у; como estos dos ángulos son 
complementarios, sus tangentes son recíprocas, 

De este principio vamos a hacer repetidas aplicaciones. Así, pa- 
ra calcular la derivada de y — e“ observemos que ез z— ly, cuya 
derivada es 1/3 
La derivada de e“ єз la misma función e. 


luego la de y respecto de x será y, es decir: 


53. — Derivadas de las funciones de función. 

Siendo y = f(x), y 2 — p(y), también es función de л, pues 
al fijar un valor para с queda determinado el de y, del еца! se de- 
duce el de z. 

Al incremento А de z corresponde un incremento Ay; у а éste 
corresponde un incremento Az aleular la derivada de z res- 
pecto de x, pondremos: 


h Ay h 

Para h—o estas dos fracciones tienden hacia los límites 
(y), P(r), de donde: 

п] = Y Fr). 

La derivada respecto de = de una función p(y), cuya variable y 
es función de la variable independiente x, se obtiene derivando p(y) 
respecto de la variable y; y multiplicando (4) por la derivada y' 
de y respecto de т. 
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Esta es la regla general de derivación, pues las funciones que 
se presentan no son, en general elementales, sino funciones elemen- 
tales de otras funciones; y aplicando repetidamente la regla se llega 
a la derivación de todas. 

Caso general. — Si la dependencia es por intermedio de va- 
rias funciones, por ejemplo: si es y=f(2), 2—p(y), u—v(=), 
tendremos análogamente: 

Au Au Az Лу 


һ ж лу К 
y en el límite para h —> 0: 
w= y (2) e (и). Р Са) 
La derivada respecto de la variable independiente x se obtiene 


multiplicando las derivadas de cada función respecto de la variable 
de que inmediatamente depende. 


Nota. — La fórmula [1] 1а hemos deducido suponiendo que al tender 
® > 0, то so anula Ay, pues entonces no es legitimo multiplicar y dividir por 
él como hemos hecho. Sin embargo, si es Ay = 0 (do donde f'(x) =0) será 
también Аг = 0 y por lo tanto # = 0, que cs el mismo resultado de la fórmula 
[1]; luego ésta vale en todo caso. 


Otra demostración: por definición de derivada, los incrementos pueden 
oxpresarso asi: 
Аг = Ay [g (y) + al Ay =h[/'(2) 4-81 
siondo а, В infinitésimos, para А > 0. Sustituyendo, resulta: 
As = [ф'(у)/' (=) + y] 
йёзйто, luego resulta [1]. 


donde y es otro infi 


54. +— Derivadas de las funciones elementales, 

Para derivar una expresión de forma monomia suele convenir 
tomar primero logaritmos naturales y después derivar. Como la de- 
rivada de ly es y”/y, esta expresión suele llamarse derivada logarít- 
mica de y. He aquí varias aplicaciones importantes: 


I. Derivada de y — e“. — Tomando logaritmos: ly =£ y de 
rivando: y 
[2] Y/y—1, о sea: y —y —.e* 


La derivada de e* es la misma función. 
Si la función es y = а^, resulta: 


13) ly — zla, y/y—la, y = у Ла = а Ла 
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IL Derivada de y = z". — Cualquiera que sea el exponente en- 
tero o fraccionario o irracional, positivo o negativo) : 


14) ly = m.iz, уу тух, Y уту т.д 


La derivada де una potencia se obtiene multiplicando por su ez- 
ponente y disminuyendo éste en 1. 

En particular: si y = Vz, resulta: 

15] y 2—6 —12үугт 

La derivada de la raíz cuadrada de x es la mitad de su recíproca. 

ш. Derivada de un producto y = чо... — Tomando loga- 
ritmos y suponiendo para fijar las ideas que son tres los factores: 


ly = lu + lo + lw 
Derivando: , 


y w v w 
کک‎ 24 
y и r w 


de donde se despeja inmediatamente: 
16] Y — wow + муш + no? 


La derivada de un producto de cualquier número de factores es 
la suma de los productos obtenidos, sustituyendo un factor cualquio- 
ra por su derivada. 


IV. Derivada de un cociente y —u:v. — Tomando logaritmos: 


ly = lu — lu 
y derivando 
у w v ve uv 
y ч чь 
до donde: 
u vu — uv vu —uv” 
17] у -———-——— 


La derivada de un cociente es igual a la derivada del numera- 
dor por el denominador, menos la derivada de éste por la de aquél, 
dividido por el cuadrado del denominador. 


Nota. — Implicitamento hemos supuesto que todas las funciones eran post 
tivas, para poder tomar logaritmos; así sucede desde luego en la exponencial 
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y la potencial; pero en el producto o cociente puede presentarse alguna fun- 
ción negativa —w. En tal caso, cambiando cl signo resulta como derivada 
logarítmica w'/u; mientras que la derivada logarítmica de — а es 


Pruébese que también subsisten los teoremas si ulguna función se anula, 


Ejercicio, — Calcular la derivada de 72 y la de zer, 
(Basta tomar logaritmos y derivar después). 


Apliquese también la regla a la potenca к, cuando ж es negativo (m frac- 
ción «le denominador impar) tomando el valor absoluto, 


55. — Derivadas de las funciones circulares directas. 
El incremento de sen x al incrementar т en №, es: 


sen (w -+ h) — sen г == sen s. cos А + eos 7 sen А — sen т 


y dividiendo por Az == h, se deduce: 


Ау cosz.senh  senx(1—cosh) 


de orden superior а А, el último cociente tiene li 
mite 0; y como senh es equivalente a A(20), resulta: 


18] оз s 


Análogamente resulta la derivada de cos =, o también consi- 
derada como función de fun: 


y = cos r = sen (ar — л) 
Y — — cos (Yar — 2) = — sen a 


[9] 


Como tg x es el cociente de sen г рог cos x la derivada es: 


соз 0.cos x + sen г.зеп г 1 


по) y = “ 


cos? л сов? 2 


Análogamente, la derivada de etg г 


Ay y <= 
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56. — Derivadas de las funciones circulares inversas. 
La función y — are sen z tiene como inversa £= зеп у, cuya 
derivada es cos y; luego: 


[12] y= т 


Debemos tomar el signo —-, pues entre los infinitos arcos que 
tienen el seno z, el símbolo are sen z representa el situado en la semi- 
circunferencia de la derecha, es decir: el comprendido entre я/2 y 
—1/2, cuyo cos y es positivo. 


ya derivada es — sen y, luego: 
В 1 1 1 
пз) y => ا ج‎ 
sen y vi=0s y vi= 


tomando en el radical el signo + puesto que en la semicireunferon- 
cia superior es sen y > 0. 
La función y = are tg с tiene como inversa £= tg y, cuya de- 
rivada es 1:c0s*y, luego: 
1 1 


Lhtey 142% 


[14] Y = сов? y = 
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Nota, — No debe extrañar quo la suma de las derivadas de are sen z y de 
are cos z sea nula, puesto que la sumu de estas funciones vale x/2, que са cons- 
tante, Análogamente, la derivada de arc ctg х es opuesta a la de arctg л. 


57. — Derivación de determinantes. 
Беа, por ejemplo, un determinante dle tercer orden 


y. эе) ые) 
lat) az) =) 
wm) ш) Е) 


Cada término es de la forma: (2) p(z) у(х), y mu derivada: consta 
de tros términos que solo difieren en tener acentuada la м, o la v, o 1а w. 
Agrupados los primeros, forman el determinante que sólo dificre en tener 
acontuada la primera fila; y análogumente las otras, luego: 
La derivada de wn determinante cuyos cementos son funciones de una va- 
riable, es la suma de los determinantes obtenidos derivando los elementos de 
чта solo file. 


EJERCICIOS 


1. — Derivar las funciouos algebraicas siguientes 
y=2(2—1)(0+3) 
=e: (+1) 
у= Vet: va кї 


y= (Ух): (уз 1) 
2, — Derivar estas funciones trascendentes: 
y= sent 
у= 36 con Sz 
#+1 
к= E 


Por qué tienen igun) derivada las dos primeras funciones y la tercera 
igual que are tg 2? 


4. — Dorivar dircctam 


1 2 sil 
y comprobar el resultado, derivando el desarrollo. 

5. — Observar que la derivada de toda función circular inversa tiene signo 
constante, ө interpretar esta propiedad. 


6. — 1016 relación entre aresenz, are сока, expresa la propiedad de ser 
opuestas sus derivadas? 


Lecce 
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58. — Crecimiento y decrecimiento de las funciones. 

En las diversas gráficas estudiadas en los artículos anteriores 
so observa que algunas veces crece la función al crecer z y otras 
decreco la función al erecer z. Esta noción de crecimiento y decre- 
cimiento se refiere a la proximidad de cada punto, pues ві nos ale- 
jamos de él, puede cambiar el carácter de la función. Vamos a pre- 
cisar este concepto: 

Se dice que f(x) es creciente en el punto х, cuando el valor 
102) es superior a los de su izquierda y menor que los de la de- 
recha, en un cierto entorno del punto ze. 

So dico que f(x) es decreciente en el punto z, cuando el valor 
f(z.) es menor que los situados a su izquierda y mayor que los de 
su derecha en un cierto entorno del punto 


Puesto que la derivada //(,) es el límite del cociente do inere 
mentos Aye:Ar, este cociente tendrá cl mismo signo que /7 (ха), to 
mando Az, suficientemente pequeño en valor absoluto, Bs decir 

Si f'(23) >0, hay un intervalo, a uno y otro lado de z,, en el 
cual es Ay,:Az, > 0; Ay, e Az, tienen el mismo signo, es decir, al 
erccer la variable  ercee y; el y= f(z) es mayor que los 
de su izquierda y menor que los de su derecha, en un cierto inter- 
valo. La función es entonces creciente on el punto т; la tangente 
está dirigida por la derecha hacia arriba. 


Si f(z) < 0, hay un intervalo en el que Ayo: Ал se conserva 
negativa, es decir: Ay, y Az, tienen signo contrario; al erccer = 
decrece y; ol valor y == f(x,) es menor que los anteriores a su iz- 
quierda y mayor que los posteriores a su derecha, La función es 
decreciente en el punto ло; la tangente está dirigida por la derecha 
hacia abajo. 
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Finalmente, si f'(x,) = 0, nada puede asegurarse respecto del 
signo de Ay, respecto de Аг, ; la tangente es entonces paralela al eje л. 
y puede haber crecimiento, decrecimiento, u otras posibilidades. 


59. — Máximos y mínimos relativos. Criterio general. 

Se dice que f(x) tiene un márimo relativo en el punto xy, cuan- 
do su valor /(2,) es mayor que los valores a la izquierda y a la de- 
recha en un cierto intervalo. Y se dice que tiene un mínimo rolativo 
cuando su valor es inferior a los otros valores, a derecha e izquierda, 
de un cierto intervalo, 

Claro es que pasado cierto intervalo puede variar f(z), de modo 
que tomo valores mayores que el máximo o menores que el mínimo. 
Por esto decimos máximo relativo y mínimo relativo, para expresar 
que lo son respecto de un cierto intervalo o entorno a un lado y otro 
del punto, con amplitud mayor o menor según cada caso. 

Si en ùn punto z, alcanza f(z) un valor máximo relativo o mí- 
nimo relativo, debe anularse en él ln derivada; pues, si fuese 
f(z) > 0 la función sería creciente, y si fuera f'(2,) < 0, la fun- 
ción f(x) sería decreciente, lo que contradice a la hipótesis de má- 
ximo o mínimo. Podemos, pues, enunciar: 


Para los valores de æ en que f(x) es máximo o minimo relativo, 
si existe derivada ésta debo ser nula, 


Geométrieamente: la tangente debe ser paralela al eje z. 

La anulación de la derivada es, pues, condición necesaria para 
que f(z) sea máximo o mínimo relativo, pero no es suficiente; pues 
puedesuceder que siendo la tangente paralela al eje z atraviese а 
la curva y sea, por tanto, f(z) creciente o decreciente, sin tener 
máximo ni mínimo. 

Tales puntos en que la tangente atraviesa a la curva (aunque 
по sea paralela al eje z, como aquí sucede) se Патап de ¡nflezión. 
En la figura hay inflexión para z= z, 

Para saber si f(x) presenta máximo, mínimo o inflexión en los 
puntos z en que se anule f'(z), basta ver el signo de la derivada а 
ambos lados. He aquí los tres casos importantes: si al crecer y pa- 
sando por el valor £= ze, la derivada f’ (z) pasa de 


а +, hay mínimo en el punto z. 
+а—, „ marimo. y „ =. 


—a—, o de +a +, hay inflezion. 
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En efecto, en el primer caso, el mínimo absoluto en el inter- 
valo, no lo puede aleanzar ni а la izquierda (donde es decrecien- 
te), ni a la derecha (donde es creciente); luego lo alcanza en zo 

Análogamente, en el segundo caso, el mázimo absoluto en el in- 
tervalo, debe alcanzarlo en ze- 

En el tercer сазо, si la derivada es negativa a ambos lados, el 
valor f(x,) es el mínimo del arco de la izquierda у el máximo del 
arco de la derecha, luego hay inflexión, y lo mismo sucede si la de- 
rivada es positiva a ambos lados. (Рага un 4.? caso ‚у. Ejere. 5). 


EJEMPLO 1. — Sea la función: у = 
Su derivada es: 


к — аута — by 


Y = (к— вуз (z — Буна [m(r—b) + mz —a)] =o 


Бабсов: z, , з=» , a= (ть ne): (m+n) 

Si т es impar, el primer factor no cambia do signo, luego hay inflexión 
en а; lo mismo meede en b si n es impar. En cambio, si son los exponentes 
paros, cambia y' de signo, y esto aconteco siempre en z, habiendo máximo о 


mínimo según los casos. Complétose.la discusión. 


Exexrio 2. — Con un rectángulo de lados 5 у $ dm, construir unn enja 
do capacidad máxima. 

Llamando x а la altura, lu base tie 
el volumen: 


las dimensiones 5—27, 8—22 y 
۲ = (5— 2r) (8 — 2r) z = йла —2652 + 407 


P = 1252 — 527 +40 
Dividiendo por 4 queda; 


Зла —-13ж + 10 = (r — 1) (22—10) 


es decir: las raíces son 2=1, 

La índole dei problema rados recortados en los ángulos 
tengan la dimensión z< 5/2, pues para 7=5/2 resulta volumen nulo. Como 
para z= 0 el volumen es también nulo, dicho volumen debe alcanzar al menos 
un máximo entre O y 5/2; luego hay una solución y sólo una: z= 1 quo de 
una саја de volumen máximo: Р = 3.6 = 18 аша, Esto mismo nos indica el 
cambio de signo de Г". 


EseMpLO 3. — Generalicemos el problema anterior, construyendo con un 
rectángulo do dimensiones а > b una caja de capacidad máxima. 

Llamando х a la altura, al recortar en los ángulos cuadrados de lado z, 
la base de la caja tiene el área (a— 22) (6 — 22) y el problema зс reduce 
a calcular el máximo de la función: 


У = (0—20) (b— 21) z = 413 — (а + D)z2 + aba 
F' = 12? 4(a 0) фар = 0 


Las raíces de esta ecuación son: [a+b V (040): 3ab]: 6. 
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Estas raíces son siempro reales, pues: 
(9 4 5)2 — Зар > (a+b)? — tab = (a —b)2 > 0 


y Jas dos son positivas, pues el radical es inferior a а 4-0; o bien dircetamento, 
basta observar que los signos do los coeficientes de la ccuación son 4 — +. 
4Corresponden estas raices a valores máximos o mínimos del volumen? El signo 
do У" o bien el examen directo del problema, aclaran la duda, y resulta: ol 


z= [(a+b)— У (64 b)2—3ab]: 0. 


problema tieno subución бъ 


a-2x 


х! 


60. — Método de las derivadas sucesivas. 
Cuando es fácil la formación de la derivada де f'(x), o sea 
f(z), y uo se anula en æo, su signo indica si hay máximo o mínimo. 


Si /”(ж,) < 0, es f'(x,) decreciente, luego (20) máximo, 
Si Л (ао) > 0, es f'(x,) creciente, luego f(x,) mínimo. 


Sin embargo, es preferible el criterio directo del cambio de sige 
no de f(z), que evita la formación de derivadas sucesivas, cada vez 
más complicadas. 

Más adelante, por satisfacer una costumbre, más que por nece- 
sidad, daremos la discusión general mediante las derivadas sucesivas. 


61. — Simplificaciones en el cálculo de máximos y mínimos. 

El método de la derivada puedo ser engañoso cuando hay puntos dondo no 

existo. Lo derivada de Y 22 no so алиа en ningún punto y sin embarge our 
función “es minima en el origen. El método expuesto debe completarse con un 
examen de la variación en todo el сатро, mediante cl signo de la derivada. 

Algunas observaciones facilitan cl cáleulo de máximos y mínimos: 

1. — Si la función y = /(x) alcanza un máximo relativo en el punto а, 
la función — f(x) toma una valor mínimo y viceversa. Lo mismo suecdo con 
la función recíproca 1: f(z) suponiendo que /(¥) no se anula. 

2. — Si q(y) es creciente, y la función у = f(z) toma un máximo o гї 
nimo en el punto z, también (у) toma cn este punto un máximo о mínimo; 
pues siendo у, = /(z,) en el caso de máximo, mayor quo los valores de y а 
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uno y otro lado de z, también q(y,) es mayor que los valores p(y) corres- 
pondientes a dichos valores de z. 

En eambio, si (y) es decreciente, toma valores máximo o mínimo en los 
puntos en que y aleanza mínimo o máximo respectivamente. 

Asi, por ejemplo, en el primer evadrante, los máximos y mínimos de la 
función son f(x) son los de f(z). 

Estas observaciones permi 
continuación, 


mplificar los problemas como veremos а 


Esemrio 4. — Не aquí u 
do longitudos vertientes 


Determinar el punto del suelo desde el спай se ve un segmento vertical АВ 
bajo ángulo máximo 


problema importante para la mejor visualidad 


= TT tepika 


En voz do despejar «р para cal 
tg x mayor o menor según sea mayor o m 
sea su tangente, у ésta será máxi 
diendo del factor posi 
función 


observemos que siendo 
т el areo, será máximo cuando lo 
cunado sen mínima su recíproca, Presei 
ba, basta, pues, investigar los mínimos do la 


e | abr. 


La deriv 1— a/r: = б, de donde: ж = 


La solución cs, pues, la níedia gi 
blema indien «ue se trata de máxi 
cuando X ertå en O, va creciendo y 
el ángulo tan pequeño como se quiera. 
tricos respecto del punto O; su construcción está 


Tau indole del pro- 
comienza siendo nulo 
› Megando а sor 
а dan dos puntos simé: 
fuctuada on la figura (pág. 04) 


EJERCICIOS 
1. — Estudiar ln variari 


y dibujar su gráfica (curva de 6 
Su autora la Пази 


flexión de una viga do sección rectangular, es 

rado de la altura de dicho rec- 
а de máxima resistencia y sección ree- 
un tronco 


tangular que puedo sacars 


3. — Si en dos medios separados por unn recta Jas velocidades dde un mó 
vil v y e son distintas, el camino más breve para ir de 
punto de otro satisfa rofracei 
los ángulos de incid 

4. — Demostrar que si la dı 
la función es creciento en ese 


5. — Ejemplos 


punto de uno а un 
la razón de los senos de 
es igual а la razón de velocidades, 

nda en un punto es + co Por ambos lados, 
о; — оо, la función es decreciente. 


la ley di 


que 7 


¡portamientos 
وکو‎ , у= , усаг. sen 1/2 


6. — Domostrar que sumando 302 а la 3.* función resulta otra, creciente 
en 0, pero con puntos de decrecimiento infinitamente próximos. 
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LA DIFERENCIAL Y SUS APLICACIONES 


62. — Diferencial de una función derivable. 
Hemos definido: 


f(z) — lím. qe 


es decir: f'(x) es el límite del cociente de los incrementos de la 
función y de la variable, cuando este último tiende a O. Si aplica- 
mos la definición do límite, tenemos: 
Ay & 
ар a 

siendo а un infinitésimo, si hacemos Az —> 0, Esta función а es, en 
general, complicada, pues depende del valor de z, es decir, del punto 
de la curva en que se calcula la derivada, depende también del in- 
eremento de æ y de la función f(x). 

De la igualdad anterior sacamos: 

Ay = f'(x) .Az + а. Ах; 

esta nueva igualdad expresa que el incremento de una función 'se 
compone de dos sumandos; uno de ellos es la derivada por el іпеге- 
mento de la variable, y el otro es esa función « por el incremento 
de la variable z, luego es infinitésimo de orden superior a № == Az. 
Si /'(z) —0 la parte llamada principal de Ay es, por tanto, el pri- 
mer sumando, que es infinitésimo equivalente a Ay, y tiene la ven- 
taja de ser función lineal de h; ese término f'(x) . Az se Пата 
diferencial de f(x) y se representa así: dy =f'(2) . Ат, 

Diferencial de una función en un punto z es el producto de la 
derivada en ese punto por el incremento arbitrario de la variable. 


Si como función se considera la misma х y aplicamos el con- 
cepto de diferencial que hemos enunciado, la diferencial será el pro- 
ducto de la derivada por-el incremento de la variable; y siendo la 
derivada de la variable Ar/Az == 1, se tiene: dz — Az. Si se trata 
de una función cualquiera y se tiene: dy + Ду, como ahora veremos. 

Siendo Az = dr, tenemos: dy —f'(«)dx, de donde resulta 
f(z) = dy/dz, es decir; la derivada es el cociente de la diferencial 
de la función por la diferencial o incremento de la variable. 
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63. — Significado geométrico de la diferencial. 


Según la definición 


dy = f(r) def (5). Ar. 


y como /' (с) — tg t podemos escribir dy =Az.tgr, y en el triángu- 
lo rectángulo АСТ un cateto por la tangente del ángulo adyacente, 
es igual al otro cateto: СТ — dy. Gieométricamente, la diferencial de 
f(z) para un valor de х es la ordenada comprendida entre la hori- 
zontal que pasa por el punto correspondiente de la curva y la tan- 
gente a la curva en dicho punto. En la figura se ve claramente que 
Ay + dy. Sustituir el ineremento Ay por la diferencial dy equivale, 
pues, a sustituir la curva por su tangente, lo cual no es legítimo si- 
no en ciertos problemas que estudiaremos. Será Ay — dy solamente 
cuando la curva coincida con su tangente, es decir, cuando la fun- 
ción sea lineal: y — ax -+ b. 


¥ 


Si hacemos Az — 0 entonees Ay, dy, son infinitésimos. En todo 
punto en que f'(x) +0, es dy del mismo orden que de, puesto que 
su cociente f'(x) es finito y no mulo; como Ay, dy, difieren en 
а.Ах, que es de orden superior a Ar, y por tanto de orden superior 
a dy, ambos infinitósimos Ау, dy son ес 1 
cociente tiene límite 1. En cambio, cuando sea (л) = 0, es decir, 
en los puntos de tangente horizontal, es dy = 0; entonces debemos 
comparar Ay con las diferenciales de orden superior, que pronto 
definiremos. 


'alentes, y por tanto s 


64. — Regla general de diferenciación. 
Si en la función y = f(x), no es «e independiente, sino que a su 
vez depende de otra variable t, es decir: © == q(t) la derivada de y 
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respecto de la nueva variable ¢ resulta de la igualdad: 
Ay dy Ат 
At Az At 
ya considerada en (53), de donde, tomando límites, sale: 
y = f(2). (D) п! 
conviniendo en que у” designe a la derivada respecto de t. 
Si la variable £ depende a su vez de otra variable, la fórmula 
anterior se complica, siendo preciso multiplicar las derivadas de to- 
das las funciones intermedias, como se vió en la lección 13. 


La notación diferencial es más ventajosa. En efecto, con ella 
tenemos que la (1] se expresa así: 


dy dy de 
аг adr dt 
y multiplicando por dl, resulta: 
dy =f'(2)dz 12] 


es decir, esta fórmula que en el caso de ser = la variable indepen- 
diente constituye la defi: n de la diferencial, siendo en ella de 
un incremento arbitrario, es válida también cuando = no os inde- 
pendiente, sino función de t, según acabamos de demostrar, sólo que 
en este саво dz deberá calcularse según la variable o variables de que 
dependa t, y ya no es un incremento arbitrario. 

Como para la diferenciación no es necesario fijar cuál es la 
variable independiente, ofrece ventajas sobre la derivación y sune 
preferirse. 


Nora. — Pudiera creerse que la fórmula (2) resulta directamente por su- 
presión del factor dx, pero esto no es Jegótimo, pues dz tione significados dis- 
tintos en el numerador y on el denominador. (V. Curso Cíolico, TI). 


Eseurio. — Tangente а la elipse: 


a y 
а 
а o 
Diferenciando ambos miembros, como el segundo es constante, resulta: 
2x.de 2y-dy 
8 y E 
ar bz 
de donde se despeja: 
dy = v de у а 


аг у а ау = v 
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65. — Tangentes a curvas dadas en forma paramétrica. Cicloide. 
Llamamos curva a la trayectoria de un punto, esto es, al conjunto 
de posiciones de un punto móvil. Al decir que un punto se mueve 
expresamos que sus dos proyecciones se mueven, es decir, que 
varían con velocidad determinada en todo momento, o sea que las coor- 
denadas son funciones continuas y derivables del tiempo, 
z= p(t) y= f(t) 

El parámetro £ puede ser también una variable continua cualquie- 
ra (un ángulo en el ejemplo qne sigue) y el par de ecuaciones es la 
expresión paramétrica de la curva; eliminando t resulta la ecuación 
ordinaria F(z, y) —0. 

Suponiendo que /'(£), y q'(() по se anulan simultáneamente, 
р. е}. q(t) + 0, existe tangente, euya pendiente se caleula así: 


4 "00 
сф), Фур a А 

ах Ф) 
Cicloide, —— Es la eurva engendrada por un punto de una cir- 


eunferencia que rueda sobre una recta sin resbalar, es decir, de mo- 
do que едда segmento de reeta es igual al arco correspondien: 

Tomando como parámetro el ángulo t que forma con la vertical 
el radio CP, el arco AP es rt y resulta de Ja simple inspección de 
la figura: 


AA м 
о Q А Tr 2nr 


eri — + sen t= r(t — sen t) de == r(1 —cost)dt 
merr eos t—r(l— eost) буе гоп tdt 


de donde y” — ctg % t; luego la tangente es la recta PA” que pasa 
por el punto opuesto al de contacto de la cireunferencia. En efecto, 
el ángulo que forma con el diámetro AA’ es 261, luego el ángulo con 
el eje с es el complementario, La normal es precisamente РА, 


En particular, la tangente en O es la perpendicular a la rec- 
ta base. 
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66. — Teoremas de Rolle y del valor medio. 

He aquí una propiedad geométrica importante: 

En todo arco de curva regular hay algún punto intermedio cuya 
tangente es paralela а la cuerda. 

La intuición nos hace ver, en efecto, que al trasladarse la cuer- 
da paralelamente, dos al menos de los puntos de intersección tienden 
a confundirse on uno; y teniendo tangente única ese punto, debo 
ser precisamente dicha paralela a la cuerda. 

La demostración aritmética rigurosa puede verse en las notas; 
(Lece, 17). Veamos sus diversas formas y aplicaciones, 

Sea y =f (z) una función uniforme con derivada finita en cada 
punto del intervalo (o bien infinita con signo único por ambos la- 
dos). Si es f(a) — f(D) en los extremos del intervalo, hay algún pun- 
to intermedio donde f'(E) = 0. 

Este ез el teorema llamado de Rolle, cuya aplicación más fre- 
cuente suele ser ésta; Entre dos valores que anulan a la función, hay 
otro que anula a la derivada. 

Supongamos ahora que f(a) у f(b) son cualesquiera; la pen- 
diente de la cuerda es [f(b) —f(a)]:(b—a); la pendiente de la 
tangente en un punto de abscisa intermedia E es /'(5), luego si es 
paralela a la cuerda, resulta la igualdad: 


п] f(b) — f(a) = (b —a) f’ (E) 


Este es el teorema del valor medio o del incremento finito, de 
Lagrange, que se enuncia así: 


El incremento de una función derivable es igual al incremento 
correspondiente de la variable por la derivada еп un punto inter- 
medio. 

Eserito de otro modo: 

[2] Ay = Az. f’ (5) 
o también así: 
TUAW) A =f a + Sk) 
siendo 0<9 <1 
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67. — Teorema fundamental del Cálculo integral. 

Supongamos пша la derivada у, (=) en todo punto de (a, b), 
цебто será la función? De otro modo: ¿cómo es la curva si todas sus 
tangentes son paralelas? La intuición asegura que debe reducirse a 
Una recta, pero es más seguro utilizar el teorema del valor medio y 
соп él vemos que siendo nulo el segundo miembro de [1] debe ser 
f(b) — (а), para todo par de valores, o sea: f(z) —= constante, 

Cousecuencia inmediata: si dos funciones f(x), ф(х) tienen 
derivadas iguales en todo un intervalo, difieren “en una constante 
en dicho intervalo. En efecto, si es f'(2) = ф(х), la función 
f(z) — p(x) tiene derivada nula, luego para todo valor ¢ del in- 
tervalo supuesto se verifica: 


Fr) —q(z) =e 


De otro modo: llamando primitiva de f'(x) а f(z), resulta: 

Dos funciones primitivas de una misma funci 
constanto, 

Pronto veremos la importancia de este teorema para el cáleulo 
de integrales mediante funciones primitivas. 


ón difieren en una 


68. — Error de una función. 

El teorema del valor medio no sólo es fundamento de todo el 
cálculo diferencial e integral, sino que también se apoya en él el 
cálculo de errores de la Matemática práctica. 

Calentado un valor y == f(z), ¿qué influjo tiene en y un error 
Az do la variable z? El teorema del valor medio da la contestación 
exacta en la fórmula [2]. El error de la función es igual al error de 
la variable por la derivada en un punto intermedio, 

Pero se presentan dos dificultades: 1. se conoce el error 
de la variable, sino una cota superior del mismo, 2. No se conoce 
el punto intermedio E. Sin embargo, sabiendo bajo qué múmero ве 
conserva Az y bajo qué número está /7 (8) en el intervalo (г, £ 1 Ал), 
se tiene fácilmente un límite del error Ay, es decir, sabemos el grado 
de aproximación alcanzado. 


Езєммо 1. — En la división y 
la derivada —1/22 en un punto del interv 
cuanto menor sea z. En cambio cl error rel 
de z, sino solamente del error relativo de z. 


1 error de z queda multiplicado por 
lo de z; esto factor ез más grande 
ivo de y no depende de la cuantía 


Suponemos que el lector sabe operar con números decimales, es decir, co: 
тосе la teoría de los errores. 
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Earle 2. — Si la distancia entro dos puntos АВ, no puede medirse di- 
rectamente, poro sí las distancias 4C =, BC =a, y el ángulo АСВ = С, so 
calcula о por la fórmula: 

о= уй 


сов O 


Suponiendo exactos a y b, el error que produce en ¢ un error А del ûn: 
gulo С es 
Ac = 14 (840 sen E)h: с 
siendo E un número comprendido entre С y С А. 
Tendremos, pues, un valor aproximado para Ac tomando: 


140] = | ара С:е 


290° 507 саар < 17 
00003: 


Bi el error del ángulo medido С 
do sen Е < My resulta: | Ac} ~ 


Si so quiere asegurar un límite superior, para evitar el peligro de que ol 
denominador difiera apreciablemente de c, so sustituyo éste por el número menor: 


0,00003... sion- 


Nora. — La exactitud con que deba efectuarse la medida de л depende 
de la cuantía do la derivada; si ésta es grande, exige mayor precisión y por 
endo mayor costo y trabajo. 

Una grosera medida de un ángulo pequeño permite calcular su coseno con 
error disminuido; al contrario, dado el coseno, el arco adoleccrá de grun error. 
Expliquese esto con las derivadas y directamente en la circunforen 


69. — Interpolación lineal. Su error. 

Conocidos los valores f(a) y f(b) de una función /(2) en los 
puntos а y b, podemos calcular aproximadamente los valores en pun- 
tos intermedios, sustituyendo el arco de curva por la cuerda. Esto 
equivale a admitir que los incrementos de ordenadas son proporcio- 
nales а los incrementos de las abscisas. 

Admitiendo la proporcionalidad entre las diferencias de los tres 
valores: 

а, ара уь 
у sus correspondientes: 


Fa) , /(а+®%) . /%) 


resulta: 
18] faa) f(a) qn LODO 


Esta fórmula se aplica para la interpolación de valores no con- 
tenidos en una tabla de valores de cualquier función f(z). Así se 
hace en las tablas de logaritmos, tablas de funciones circulares, ta- 
blas de logaritmos de funciones circulares, ete. 
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La diferencia f(b) — f(a) entre los valores consecutivos dados 
por las tablas, se llama diferencia tabular. 

Еп las tablas de logaritmos, a y b son enteros consceutivos; el 
producto de la diferencia tabular por el valor h < 1 se facilita con 
tablillas impresas al margen de la tabla. 


Acotación del error. 
La fórmula do interpolación, en virtud del teorema del valor medio, puede 
escribirso así: 
Fla + һу ~ fia) +h fie) 
siendo с un punto intermedio entre а y ù. 
Por otra parte, el mismo teorema da el valor exacto: 


Fath) =a) Enf), «<t<a+h 


El error de la fórmula [3) sorá, por tanto: Ару) —/'(e)] y como am- 
bos números pertenecen al intervalo (a, b), aplicando de nuevo el teorema del 
valor medio será: 


SS 
siendo А un número intermedio. Y 
1 —e| menor que la ampli 
conserva en todo el intervalo 


definitiva, siendo la distanci 'eroncin 
1.401 intervalo, b — a, si In derivada segun 
ferior a un número fijo X, resulta: 


error absoluto < A (b—a)K si se conserva |/"(2)] < К 


Ekuro. — La interpolación lincal se aplica para calcular lognritmos de 
números comprendidos entre dos consecutivos n y т 1, e 
garitmos ве Пата diferencia tabular A. La fórmula 


log (n 4N) = log а AA siendo A = log (н +1) —log » 


El error cometido resulta observando que siendo » > 10000 pora las tablas 
de 7 decimales (Sehrón, Caller, ....) 


Пита) | = мугт < 0, (20000)2 
luego resulta: — error < 0,000000005 


en decir, no influye en la séptima cifra decimal. 


70. — Cálculo aproximado de logaritmos. 

El incremento de le es decir: 1(®-- И) —lz es aproximadamento igual a 
Mz y también se aproxima а A:(z 4-A); ¢ 
de la derivada en un punto intermedio. 


ealidad es igual а № por el valor 


Obtendremos mejor aproximación tomando el promedio de los dos valores 
extremos, y mejor todavía sumando mumcradores y denominadores, con lo que 
resulta un valor intermedio. Tendremos, pues: 


z+ h) te 
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Esta fórmula permite calcular 1(-h) conocido їл, sin más que sumarle 
la frueción anterior, Según se demuestra on la teoria de las series, es tan exac- 
ta esta formula, que si es > 10000, cl error es menor que 10-13; es decir, re- 
sulta el logaritmo con 13 decimales exactas. 

Para logaritmos decimales basta multiplicar por el módulo: 


log (x + h) ~ log £ 4- ЗАМИ (22 + h) 
con csta fórmula tan sencilla con la que se calculan las tablas de lo- 
garitmos, Para construir una tabla hasta 100000 basta caleular los logaritmos 
de 10% u 105, Así, por ejemplo, dentro mas, ся: 


log 10001 =4 + 


71. — Derivación gráfica de funciones. 
Puesto que la curva derivada y'= (х) facilita el estudio de la curva 
y=f(x), conviene dar un procedimiento rápido de construcción aproximada 


que en muchos casos es suficiente. 


Dibujada In curva, trasladómosta bacia su izquierda (mediante un caleo 
en papel transparente) un segmento А. 
segmento de ordenada MA comprendido entre ambas no es sino: 
NE о = юг) 
Llevada esta ordenada MMC en el punto medio entre 2 y # +A (que di 
forirá de $ en menos de h/2) tenemos uua gráfica que representa aproximadı 


mente la función derivada, medida con la unidad %. Esto mismo se consigue 
en papel milimetrado, 


EJERCICIOS 
1. — Aplicar la interpola neal a tablas diversas: funciones circull 
res naturales, cuadrados, recíprocos, logaritmos de Gauss, ....; у acotar el 
orror en сада caso. 
2. — En el ejemplo 2, ¿qué influencia tiene en el error del lado ¢ un 
error del lado af 
3. — ¿Para qué arcos ев más exacta la interpolación en las tablas de so- 


nos y cosonost 
y el invorso, es decir, dado el arco, caleu 


lar sus funciones 3 
qué intervalos del seno o de la tangente el error del areo es mil 
veces mayor que el de aqué os? 
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72. — Teorema del valor medio de Cauchy. 
Dada una curva en forma paramétrica, 


las coordenadas del 
punto variable están dadas como funciones cuyas derivadas no se 
anulan simultáneamente: 


lO, 70) 
y el intervalo de variación de { es а 


corresponde al origen A del arco y b ul extremo В, la pendiente de la 
cuerda АВ es el cociente de la diferencia de ordenadas por la dife- 


4%, siendo а el valor de £ que 


rencia de abscisas; y la pendi 
medio que corresponde al v: 
luego el paralelismo ¢ 
Si g(h) pla) se veril 
TOO AO) 


TONTO TO) 


nte de la tangente en el punto inter- 
lor 3 (66) es el cociente de derivadas; 
cuerda y tangente se expresa а: 


Este es el teorema del valor medio de Cavenx, que expresa; El 
cociente de incrementos de dos funciones cuyas derivadas no se anu- 
lan simultáneamente, es igual al cociente de los valores que éstas to- 
man en un punto intermedio. 


73. — Cálculo de límites indeterminados. 

Una aplicación importante del teorema de Cauchy es el cálculo 
de límites indetorminados. 

Si /(a) =0, e(a) =0, el límite del cociente f(4)/q(e) pa- 
та гэ а no se puede caleular como cociente de límites, pues carece 
do sentido; pera la fórmul 


la de Cauchy da la igualdad: 
Га) Р) 
(E) 


y el límite de la pri para xz >a єх igual al de la se 
gunda para ë > a; el problema ha quedado reducido a otro análogo, 
y si las derivadas toman para х == а valores que no son ambos nu- 


76 TEOREMA OENERAL DEL VALOR MEDIO Y SUS APLICACIONES 


los, su cociente da el límite buscado; si ambas se anulan, puede 
convenir derivar de nuevo, y así se sigue hasta llegar a derivadas 
аце по se anulan simultáneamente. Esta es la regla que suele llamarse 
de l'Hópital, atribuída por otros a Juan Bernoul 

En la práctica conviene combinar el método con la sustitución 
de factores infinitésimos o infinitos por otros equivalentes, pues la 
aplicación repetida de la regla de derivación sólo conduce al resulta- 
do en casos sencillos, 


Esempio 1, — Aplicando la regla de PHôpital se encuentra el verdadero 
valor de (senx)/x para x = 0, pues el cociento de derivaaas vale: cosz, y para 
2=0 resulta 1. 

No ве erca, sin embargo, que puedo evitar la demostración directa 
dada en (20), pues la regla de 1'Hópital presupone el conocimiento de la deri- 
vada de sen з y en el село de ésta se ha utilizado la equivalencia do los in- 
finitósimos sen А y Ma 


Бунмрио 2. — Culeular Mm. (z-- жеп r): z3 para z> D. 
El cociente de derivadas es: 
1— eos = 


з: 


y sustituyendo el seno por el are 
Queda ast demostrado que ol infi 


o sen ж es equivalente n 23/0, 


Езюмт1о 3. — Anúlogamente, caleulemos el límite para ¥ -> 0, de 
wrr 
га. 
ol cociente de derivadas es: 
1/costx—1 А 1 
2 ا ج‎ 
E Bz? cost z 3 


luego Ig r es equivalente а 23/3. 


GENERALIZACIÓN DE LA ki - Esta es asimismo aplicable 
para la forma de indeterminación 2: æ y también si => co, 

Si las dos funciones f(r), p(x) tienden а 0, o bien а e, para 
2>a (a finito, + ©, — æ), pero el cociente de derivadas tiene 
límite (finito o infinito) para т — п, y éstas no se anulan simultanea- 
mente en ningún punto también el cociente de funciones tiende a 
ese mismo límite. Es decir: 


f(z) ru) 
Um. ш 


zsa фа 1> (т) 


m 
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Esempio: Comparemos mediante esta regla las funciones infinitas ат 
y ar (a >1) para zæ. El co 
poctivamonte: 


lo sus dorivadas La, 250, .... ев res 


an ngazi n(n 1) zm- nl 
ar ° аза ` az.(la ' ИР 


Para 2 > + co todo denominador” erce infinitamente, pero al Negar a la 
derivada sima el numer finito, luego el límite de ема fracción 
es 0 y también lo es е} de todas Jas anteriores, 

Llegamos nsi ul mismo resultado ya obtenido en (34). 


lor es yi 


Nora, — Puesto que los tipos йе indeterminación О, оо — оо, 0%, 19, оо" 
же reducen, como ya sabemos (29 y 44) al tipo %, o blen al oo — co, la regla 
de PHôpital permitirá eon frecuencia calcular cl límite, 

Hay casos, sin que ésta es ineficaz. Así por ejemplo si so 


aplica а las expres 
penz son 


cosa z 


que para ¥ > so adoptan lus forma эс: өс, lu 1% se reproduce periódicumente 
al derivar sucesivas luce «on una derivación а 1— cos £ yuo 
тесе de valta a lu vista, dividiendo numerador y deno- 
minador por ех (en la 2.* por т) que ambas fracciones tienen limito 1, 

La simplificació regla de l'Hôpital, es el mejor método. 


NOTAS 

Domostración del Teor th. 
Sea F(z) una fu 
Si f(x) en continu 

y su minimo al menos e 

Weierstrass (13, II). 
Siendo, por hipótesis, f(a) =/(b), si екон puntos E y E son a y h, la 

n єх constante у жи de 


derivable en todo punto interior de (4, 8). 


(а. b] alcanza su máximo al menos en un punto E, 
un punto E, en virtad del teorema do Bolzano 


guno 9 
tivo, debiendo anularse en ё 


nula en todo punto, En caso contrario, al- 
ellos ex intertar y en él toma f(z) un máximo relativo o minimo re 


т) en virtud de (59) 


Demostración de los Teoremas de Cauchy y de Lagránar. 


Bastu demostrar aritméti 
mos apoyaulo en ( 
En todo arco regular de curva hay algún punto intermedio cuya tangente 
es paralela а la cuerda 
Si cambiamos do coordenadas adoptando como cje ғ lu recta AB que de- 
н Los extre mes de fete son: 


го) 


шорго 


jodad geométrica en que nos he- 


term 


os del arco, la 
z= ot) y 
t= b, siendo f(a) =f (b). 

Si cl areo no se confunde con el segmento (en cuya caso el teorema es 
evidente), o bien el máximo o bien el по de f(t) lo aleanza en un punto 
intermedio = Е, en el cual debe ser f(E) =0, o sea dy=0, por tanto 
dy/dx=0. 
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Quedan así justificados rigurosamente el teorema del valor medio de La- 
grange, y cl generalizado de Cauchy. Obsérvese que en éste queda incluído 
aquél cuando se supone y (1) = t 


Demostración de la regla generalizada de 1'Hópital. 


Forma 0:0 para (> co. — Sustituyendo 1 = 1/2 se tiene 
ге) _ услу 
«o «ал 
Bi t» єс, о sen a +0, basta calentar el cociente de derivadas respecto de е: 
roca _ го) 
¿OD FO 


y vi existe límite de este coeioute рата (0, ese límite, en virtud del pric 
mor caso, lo ев también del cociente dle funciones /(1)/q(0). 
Forma ос: ж para ta, (finito o infinito) 

Puesto que f(t): (0) aL, para 
Lu, desde un £ en adelanto es: 


Ира) =L4+8 [0] <е 


y como elegido uno de esos valores f, 
por el teorema de Cauchy: 


ID= f(7) 


0(0) — lt) g(r) 

la pondiente de P, P, que es el primer miembro, difiere do L en menos de e. 
Fijado Р, al alejarse infinitamente P para f > a, el ángulo de Jas semi- 

roctas Р,Р y OP tiende а 0, tea difieren menos de e, desde 

чь f, en ade 

f, en adelante 


es decir: /()/ф(/) > L. 


EJERCICIOS 


1. — Calcular para х > 0 los Mímites de las expresiones siguientes: 
; z-a(1— z. etga) ; 
22. sengi. seni ; xr б 


Por mera simplificación, o bien, combinada ¿on derivación, resultan respecti- 
vamente, estos Imite: 2/35 2/55 0; 1. 


2. — Caleular, pura x> -+ co, los límites des 
mi(o—enz) ; а +) 
z(2aretg z —x) 

Soluciones: +æ; 0; 
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DERIVADAS Y DIFERENCIALES SUCESIVAS 


INCREMENTOS Y DIFERENCIALES DE ORDEN n 


74. — Derivadas sucesivas. Caso de la función entera. 

La derivada de la función derivada f'(x) se Пата derivada se- 
gunda de f(x) y se representa así: y” == /”(т) o también D? f(z). 

La derivada de la segunda derivada se llama derivada tercera, 
у se representa asi: y” we f(r) = Р f(x). Así, siguiendo, tene- 
mos infinitas derivadas de f(%). 

Sen, por ejemplo, y ==": sus derivadas sucesivas son: 


Yeman, y e mm DJ, y” —mim— 1) (т —2)х"Э, 


si 


уез mm 1) de ya —ma(m— 1) 


las derivadas siguientes son todas mulas, puesto que y!" es cons- 
tante. Seu, análogamente y — (е a)”: 


mls a), y Ra mm 1) (A) 


gy етот = 1) cc у 


2 —m(m—1) .... 2.1 


y las derivadas 


lentes son: 


ya ЕГЕТ 


Es decir: Todas las derivadas de (+ — a)" se anulan para z — а, 
excepto la derivada m-sima cuyo valor es т? 


окмак Linx! 


Hue 3 


ЖҮ, 


la ley observada analogía con la 


(көнө 
entendiendo que Tos exponentes se susti 
toda función con ínilice 0 representa la 


es de deriv y que 
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75. — Ordenes de las raíces y de los infinitésimos. 
Un número a se llama cero o raíz múltiple de orden h de un fun- 
ción f(z), o f(x) = 0 enando es 


f(z) = (2 — a)" а(х) siendo g(a) +0 ty 


Рага z > a es f(x) infinitésimo de orden А pues su cociente por 

(=— a)" tiene el límite g(a) +0. La derivada de f(x) es: 

1 (2) = (z—a)™ [hg(z) + (2—0)g (2)] 
y como la función entre paréntesis no se anula para = —а, pues 
toma el valor hg(a) -+ 0, resulta; 

Si una raíz es múltiple de orden h en una función, es de orden 
h—1 en su derivada primera. Por tanto, es de orden h—2 en la 
derivada segunda; de orden 1 en la derivada f™ (£); no es raíz en 
la derivada P(x). 

De otro modo: El orden de multiplicidad de una raíz a de una 
ecuación, o sea el orden infinitesimal de f(x) para x>a, es el în- 
dice de la primera derivada que no se anula para т — а. Este cri- 
terio vale para todas las ecuaciones, sean algebraicas o trascendentes. 


Кәкмтто 1. — Derivemos respectivamente la función: 
(E) = 2л — 5з — 3л 4 баз — 3 + 

1 (2) = 1009 — 15е — 1258 + 1872 —3 

[zs — бе — ваа + 6221] 


гв) (1029 — 1073 — 672 + 62] 
Г" (e) =12 [2075 — 15:2 — 6r + 3] 
fv () =72 [107 —52—1] 


Бе observa inmediatamente que el valor x =1 anula а f(z), (2), /"(), 
рого no а "7 (х), luego es raíz triple. 

El valor а = —1 anula a f(z) y f(x), pero no a 7" (2), luego es raiz do- 
blo. El polinomio debe ser, pues, divisible por (z—1)3 (2-+-1)2; suprimido 
el factor 272—1 dos veces, y otra el z—1 queda como cociente 2x—1; luego 
la quinta raíz ов z = 14. 

Baur 2, valor x =0 es cero doble de la función 1—cosz; y 
es raíz triple de la ecuación sen z= z. 


Nora. — De la definición adoptada resulta: si А es par /(z) tiene el mis- 
mo signo a ambos lados del punto a; si A es impar cambia de signo f(x). 

Como corolario resulta la posición relativa de dos curvas con un punto 
común. (79, Nota). 
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76. — Diferenciales sucesivas y derivadas sucesivas. 

Hemos definido la diferencial dy —f'(2)dz como producto de 
la derivada por el incremento de la variable independiente. La 
ferencial es, pues, una función de = y del incremento dz. Si fij 
mos dz como constante, (por ejemplo, dz — 1) la diferencial dy 
función de x y admite a su vez derivada que es /”(x) „х, luego la 
diferencial de dy, que llamaremos diferencial segunda de y, es: 


d'y — d(dy) = f” (z) dz.dz = f"(x) (аж) 


Por brevedad de la escritura, suele ponerse dx? en vez de (dx)*; 
no ве confunda esta notación con la diferencial de x*, que es 2 2 dz. 

Si dz >0, y las derivadas no son mulas, es dy un infinitésimo 
lo primer orden; y d'y es infinitésimo de segundo orden, pues di- 
vidido por (dx)*, da cociente finito по nulo. 

Análogamente, tenemos la diferencial tercera, cuarta, ete. : 


Фу = (азу) = f” (2) (dr)* 


De estas igualdades se puede despejar las derivadas: f'(x), 
р" (ас), f(x), .... que son, respeetivamente: 


dy dy dy 

de de ` de 
y el cálculo diferencial оре 
Los numeradores pueden 


m estos cocientes como fracciones. 
ч 


e, pero no los denominadores, 


77. — Teorema generalizado del valor medi 
Si f(z) tiene sus d 
en el punto а, es dee 


f(a) =. f” (u) 


rivadas, hasta la de orden л —1, nulas 


‚че [е (ау — 0, 
y aplicamos repetidamente el teor 
f(z) — f(a) ru) 


(ea) Ear (1) rar 


ma de Cauchy, resulta: 


siendo E, un número comprendido entre £ y 
y por tanto, E comprendido entre уа. 
De donde despejamos el valor del incremento: 


f(b) — f(a) = (b — a)". р/т 
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Es decir: El incremento f(b) —fía) de la función f(z) que 
tiene nulas sus derivadas 15, 2>, ...., (1—1)%, en el punto а, єз 
igual а la potencia u-sima del incremento de la variable por la de- 
rivada n-sima en un punto intermedio, dividido por n! 


Nora. — Como уч(х) дле es la diferencial и — sima de f(z) result 


Cuando se anulan las derivadas 1., 22....(n—1)9 de f(z) en cl pinto-a, 
el incremento Af (=) es un infinitésimo de orden т, equivalente a la diferencial 
t-sima (tomada on el punto a) dividida por n!, e igual a la diferencial n-sima 
en un punto intermedio dividida por n! 


78. — Discusión general de los máximos y mínimos. 

Hemos visto en lección 14 el n do para la obtención de los 
máximos y mínimos de una función, mediante la anulación de su 
derivada. 

El análisis de cada problema conercto indicará si los valores en- 
contrados para x hacen máxima o mínima а la función, o si por el 
contrario la curva tiene simplemente una inflexión. Cuando esto no 
se logre, el examén del signo de la derivada resuelve la cuestión, 
como ya vimos, He aquí otro rio general: 

Si a es una raíz de la derivada f'(x), caben los casos siguientes, 
según que la primera derivada no nula sca de Índice par o impar: 


fa) >U 10) toma un valor mínimo 
Ра) <0 » » » » Máximo 
реа) =0 f(a) >0 ез creciente con inflexión 
feta) =0 ft(a) <0  , decreciente con inflexión 


En efecto: hemos visto que 
fla +h) —f(a) es equivalente a h" f"(a)/n! 

Si n= 2k es par, es (—k)* > 0 a la izquierda, 4% > 0 a la 
derecha de a, luego: 

Sif*(a) >0, (а — №) > f(a) < f(a +R) mínimo 

Sif*(a) <0, fla—h)< f(a) >f(a+h) máximo 

Sin=2k+1, es (—h)*" < 0 a la izquierda, А" > 0 а la 
derecha, luego según que sea: 


f(a) >0 resulta: /(а—Ё) < f(a) <f(a+h) creciente. 
pera <0 а) > f(a) > f(a +R) decreciente 
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79. — Ordenes de contacto de dos curvas. 

Dadas dos eurvas y = f (=) у == ф(х) con un punto común А, 
los valores de ambas funciones son iguales para la abscisa a de A, 
es decir: f(a) —q(a). 

La diferencia 8(z) = f(r) — e(z) = f(a +h) — e(a +h) de 
Jas ordenadas para una abscisa próxima a a tiende hacia cero con k, 
es decir, es un infinitésimo. La derivada de (2) es: 

Se) = f(e) — g(s) ; Vla) —f (a) — Фф (а) ; 

luego el infinitésimo A(x) es equi 
toa: 


lente a la diferencial en el pun- 
(а) -g (a)] 

Es decir: si las dos curvas no son tangentes en el punto de in- 
tersección, y por tanto es f'(a) -p (a), el segmento de ordenada 
comprendido entre ambas curvas es un infinitésimo de primer or- 
den; las dos enrvas se at 

Si es f'(a) — 4 (а) pero /”(а) 4 Ф” (а), la función 5(») tiene 
nula su derivada primera, pero no por el teorema gene- 
ralizado del valor medio de segundo orden, 
alonte a la di por 2): 


Yale fr — ф”(а)] 
Las dos curv: entes en A у el contucto se Пата simple 


o de primer orden. Como de) no cambia de signo, las dos curvas 
no se atraviesan. 

Si es f(a) = lai, JU 
el mismo teorema generalizado del 
es de tereer orden. El cont 
las dos curvas se at 

En general, el co 
ciones tienen iguales las deriv 
entonces el segmento de order 


son 


rin), pero (а) q g(a), por 
йог medio, el infinitósimo 5 (2х) 
› se dice entonces de segundo orden y 


ie 


û de orden x cuando las dos fun- 
h 


a las de orden п inclusive; 
mitado por 
infinitésimo de orden w 1 equivalente а: 


mbas curvas es un 


һө pe a a! 


Nora, — ksta exp 
raices múltiples 

Si f(r) x (7) 
de ordon n-i 1 de f(r 


pendiente del teorema (75) sobre 

cuestión en pocas palabras: 

ras dı jas para x=, es а таба 
tud de [1): 


ауа ge) оба) #0 


һр, y Лак curvas se atraviesan кі ol 
viesan si es impar 


m él queda resu 


des Jas » pri 


f(2) — qe 


El jufinitésimo e 
orden n es par: по se 


ss 


Nora 1. — Hemos supuesto que las derivadas рага к = a son finitas; ві 
las derivadas primo si la reeta tangente es paralela 
al ejo y, tomaremos las х como ordenadas, o cualquier otra dirección distinta 
do la dirección de la tangente. Si un sistema de secantes paralelas (do direc- 
¡ón distinta que la recta tangente) da segmentos infinitósimos do un cierto 
orden, el mismo orden resulta con sevantes de otra dirección siempro que sca 
distinta de la tangente; pues aplicando las fórmulas de cambio de оје y, ro 
sultan infinitósimos dol mismo orden. - 


Nora 2. — En los puntos еп que /(7) toma valores míximos, la tangente 
оз paralela al eje z, por ser /'(x) =0; cuando además se anulan varias deri- 
vadas, el contacto con la tangente os de orden superior, Si la primera derivada 
no nula ex la del orden 2%, la curva no es atravesada por su tangente; esto 
ede en los máximos y mínim a cambio, si la primera derivada по nula 
es de orden 2% 4-1, el contacto ex d 2k; la vurva es atravesada por la 
tangente, y el punto es de inflexión. 


NOTAS 


Ecuaciones algrbra — Vara saber si tienen raíces múltiples, bata 
averiguar si hay algún divisor común a /(2) y f'(x); esto so consigue calculan» 
do el m. e. d. do ambos polinomios, para lo qun basta someterlos al mismo al- 
goritmo de divisiones sucesivas (algoritmo de Euclides), como se hace con los 
números, hasta legar a una división exacta, El último divisor es el m, e, d.; 

es constante, los dos polinomios по admiten divisor común dopondiento Че x; 
la ecuación no tiene entonces raíces múltiples. 

Teorema de Sturm. — Si al efcctuar las divisi 
procaución do cambiar el signo de с: 
nen varios polinomios que so Haman 
guientes, hasta ol m. e. d. 

Para saber el número do raíces reales comprendidas en un intervalo (a, V) 
basta sustituir z =a on los polinomios de Sturm y contar el número Æ do cam- 
bios de signo; sustituir z = b, contando el número В de cambios do signo. FI 
número do raices comprendidas entro п y b es precisamente A — B. 

Como solo interesan los signos у no los valores, basta calcular todos los 
cvoficiontes con dos cifras cxnetas y esto se consigue muy rápidamente con la 
regia do cálculo, pues cada una sola posición de la тері, 

Para estudiar la divisi la demostración del teorema 
de Sturm, consúltese cualquier tratado de Algebra, 


ex del д. se tiene la 
a resto al ponerlo como divisor, se obtiv 
o Sturm: f(z), f(r), y los divisores sie 


EJERCICIOS 


— Determinar el orden do contacto mutuo en el origen de las curvas 


у=т , y=snr , y 


Leos z. 


— Hacer la disensi 


máximos y minimos de la función 


ьул 


p= (ayu (x 


mediante las derivadas suce 


eralizar cl resultado а 


rior al caso de tres o más factores 


у= (= —а)т (r b)... (e Ma 
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FORMULA DE TAYLOR. APROXIMACION LINEAL 


80. — Fórmulas de Mac-Laurin y de Taylor. 

Siendo los polinomios las funciones más sencillas, se tiende en 
Análisis a expresar Jas demás Funeiones por medio de polinomios, 
calculando el error o diferencia pa 
ción logrado, 

Dada la fanción f(r). si forma 


ra saber el grado de aproxima- 


АС к®зука (0) 
Р(х) = 100) O 4 + Po, 
TE (n—1)! 
tiene para =0 las mismas derivadas 1%, 2... (n—1)* que 
fir), pues resulta, en virtud de (74 
PO) = (0 P*O) = ["(0).... P* (0) (0). 


Vamos a expresar la función (e) en la forma 


u) f(r = Piri -+ T(z) 


Mamando F(ri а la difer 


a entre ambas, 1 


te término comple- 
por tanto, mulas sus derivadas 1., 


mentario 7'(.ri tend: 
(n—1 


, es decir 


1000-0. Tm Tenim 9. 


En cambio. como la derivada »esima de (x1 es mula, resulta: 


or! РЧ 


Juego, aplicando el te 


12) 


ema generalizado del valor medio, 


r EY 


es decir, el tórmi mentario tiene la misma forma que los 
anteriores, con la única modificación de tomar la derivada n-sima 
no en el punto O, sino en un punto intermedio E, entre 0 у х. 
La fórmula [1] suele lhunarse de Mac-Laurin, aunque es de 
Taylor, reservándose este nombre para la fórmula más general: 
Pr Al CI РӨ) 


1! 2! (mr n! 


comp! 


que se deduce de la anterior considerando h como vari 
mero E está comprendido entre a y ah. 


able, Bl nú 


se FORMULA BE TAYI 


к. APROXIMACIÓN LINEAL 


Reciprocamente, poniendo Fir) = f(4 + 1), de la fórmula [1] 
sale la general de Taylor: luego ambas son equivalentes, 

En ambas fórmulas puede darse а и cualquier valor я = 1, 2, 3, 
-.-.5 agregando el correspondiente término complementario, en el 


cual figura el número des lo E la derivada f%(x) se 
conserva en todo el inte ferior а un múmero fijo K, no es 


» cota del error: 


necesar 


tiende hacia cero. 


fS son talas ex y para £= 0 va- 


РЕЯ 


Juego aproximad: 


jente, so puede adoptar: 
Il Y 


Pura 7 0,1 resultas 
өз 1-01 + 


luego 


y el error cometido ess 
r < ono. 


вш deci 


el resultado 1,103 tien 


todas sus cifras xurin! 


Sues 2. < Шан derivadas оё, eos 


cuyos valores риги у= som: 1,0, 


La figura representa la aproximación de los polinomios sucosivos hacia la 
función y 
Si limitamos el desarrollo de Mac Laurin 


tenemos 


érmino de segundo grado, 


оз 07/8 < 13/6 


о y 61 arco es menor que la sexta parte 


Es decir: Ја diferencia entre el ве: 
del cubo del arco. 


Arcos hasta 1% 


0,017 е < 0,000001 
0,035 ¢ < 0,00001 
£ < 0,00003 


E < 0,001 
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AL вт 
Para arcos mayores el error va creciendo, pero si tomamos un término 
más, tenemos: sen zn r 3/5 error < 25/5! 


# < 10° = 0115 , Т < 0,00076:31 
а < 459 = 0785 , Т < 0,0025 


0,000001.. 


Nótese que por toner Р(х) comunes con f(z) las u — 1 primeras deriva- 
das en а ambas curvas tienen contacto de orden igual o mayor que el grado, 
En este ejemplo las curvas sucesivas tienen con In sinusoide contacto de orden 
2,9, 6, + 


81. — La recta tangente como primera aproximación. 

El objeto principal de la fórmula de Taylor es, como hemos 
visto, expresar aproximadamente las funciones en forma de poli- 
nomio de grado prefijado. El crror viene dado por un término tras- 
cendente cuyo valor es desconocido; pero si se sabe entre qué lími- 
tes se conserva la derivada sima, se puede limitar dicho término 
complementario, sabiendo así el grado de aproximación lograda con 
el polinomio de grado н — 1. 


Limitemos el desarrollo de Taylor así: 
y fla) + hf (a) + Val? PE) 


Si tomamos solamente los dos términos primeros, tenemos una 
aproximación lineal: 


у flu) +hf (a) o sea: y= f(a) + (Ya) 


que representa la tangente en el punto а 


Nora. — En Jas Ciencias físicas se presentan funciones empíricas, dada: 
por experiencias, que convieno representar analiticamente, esto os, por fórmu- 
fas, para inducir la marcha do los fenómenos análogos. Tal sucede, por ejem- 
plo, con las deformaciones producidas еп los ensayos а la tracción, do varillas 
motálicas, donde se observa quo la gráfica tiono un trazo sensiblemente recta: 
lineo, que revela la proporcionalidad entro los esfuerzos y las dilataciones dew 
tro del Hmite de elasticidad. Es la loy de Hooke. Poro osta proporcionalidad 
es sólo aproximada; y si suelo ser suficiente para predecir la cuantía de 
Ла dilatación, hay casos en que la deformación crece más rápidamente que los 
esfuerzos. La función lineal по св entonces suficiente pura expresar In loy do 
delormación y hay que agregarlo un término cundrático y aun de torcer grado. 
Lo mismo sucedo con la fórmula do dilatación de varillas рог el саол. 
Según la fórmula de Taylor, es suficiente la aproximación Inem en uu 
intervalo mayor o menor, según quo la derivada segunda sea menor o mayor, 


EJERCICIOS 
1. — Tangente en el origen a la sinusoide а ln tangentoide у а la curva 
y = бхз — 4z, propuesta en (3). - 
2. — Tangentes а las mismas curvas en el punto £ =— ii 


Lección 20 
CONVEXIDAD, CONCAVIDAD E INFLEXIONES 


82. — Convexidad y concavidad de curvas. 
El error cometido en la aproximación lineal es exactamente: 


Yah. f”) 


y mide la diferencia de ordenadas entre la curva y la tangente. 

He aquí expresada exactamente la función ha con que desig- 
nábamos en (62) la diferencia Ay — dy entre el incremento y la 
diferencial. 

Si es 77 (а) >0, como f”(x) es función continua, conserva 
signo + en la proximidad de a y siendo f”(Ẹ) > 0 el error es por 
defecto ,es decir, las ordenadas de la curva superan a las de la tan- 
gente а ambos lados del punto а; о sea: la curva se conserva por 
encima de la tangente, Se dice entonces que tiene la concavidad ha- 
cia arriba. 

Si es /”(а) < 0, en la proximidad de a es /”(ë) < 0, el error 
es рог exceso; la eurva queda hacia abajo de la tangente en un 
cierto intervalo; se dice entonces que la curva tiene su convezidad 
hacia arriba. 

En ambos casos el error o diferencia es un infinitésimo de 2.° 
orden; se dice por esto que el contacto es de 1.*" orden, 


нүн. ТЕ 


Esemros: 1. — La curva de la figura es convexa hacia arriba en el pun: 
to a, y cóncava hacia arriba en el punto а,. 

2. — La derivada segunda del sen z es — sen z, luego en las semiondas 
positivas la concavidad es hacia abajo, y en las semiondas negativas la con- 
cavidad es hacia arriba. 
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83. — Puntos de inflexión. 

Cuando es /”(а) ==0, es preciso tomar más términos del desa- 
rrollo hasta llegar п una derivada gue no se anule. 

Si f(a) +0, escribiremos: 


y= fla) + Rf (а) +10 f(8) n! 


y el error es entonces h”.f*(E) n! que es infinitésimo de orden т. 
Si n es par, este error no cambia de siguo al cambiar h de sige 
no, es decir, al pasar de la izquierda a la derecha de a; la curva 
es convexa o cóncava hacia arriba según sea la derivada f*(a) ne- 
gativa o positiva, pero con un contacto superior con la tangente; 
se dice que el contacto es de orden n— 1. Esto se nota en el dibu- 
jo, pues siendo el error del mismo orden que A", disminuye muy 
rápidamente y pronto llega a ser inapreciable en el dibujo, apare- 
ciendo como si la curva tuviera con la tangente un trozo común. 
Si es impar, la diferencia de ordenadas cambia de signo al ра- 
sar de la izquierda a la derecha del punto а; la curva queda atra- 
vesada por su tangente, Tal punto se Пата de inflezión. ЫЙ саво 
más sencillo de inflexi 


f(a) =0 f(a) +0 error. f™(E) :6 


n ex 


Езкмтго. — En la figura de (82) cl punto 4, es de inflexión, pasando 
Ла curva do convexa a cóncava, 

Nora. — No suelo ser necesario пі conveniente la formación do las dori 
vadas tercera, ...., siendo preforiblo ver que la segunda cambia do signo, 
lo que indica que el primer término no nulo es de grado impar. 

Eszurio. — Para la curva versiera y =1:(1-+72) Ја segunda derivada, 
prescindiendo de factores positivos, es 202—1, que cambin de signo en los 
Puntos ır = + 1⁄4 VT, luego son de infle: 


84. — Aproximación de raíces por la regla de Newton. 

Dada una ecuación f(x) — 0 algebraica o trascendente y una 
vez encontrado un intervalo (a,b) donde existe una raíz, tanto 
a como В son valores aproximados de dicha raíz; para mejorar la 
aproximación, caben dos métodos: sustituir la curva por la euerda, 
o por la tangente en uno de los dos extremos del arco. 

El primer método es el de interpolación lineal o por partes pro- 
porcionales, que ha sido explicado en (69). El segundo es el método 
de Newton, que da mejor aproximación. 

Puesto que la ecuación de la tangente en el punto « es: 


y= fle) + (с а)? (а) 
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su intersección con el eje + da el valo 


sa 


af) 


es decir: al valor aproximado о se le agrega el término 


ИЧ) 


Alora bien: la de las figuras muestra que la tan- 
gente puede dar unu intersección que se aleje del verdadero valor 
de la raíz buscada. Para tener la garantía de que se mejora la 
aproximación aplicando la regla de Newton, procederemos así: 

Suponemos que f(x) no se anula en el intervalo y por tanto, 
tiene el mismo signo en a y b; en cambio, f(a) y f(b) tienen signos 
contrarios, luego hay un extremo y uno sólo tal que f(z) y f(x) 
tienen el mismo signo; pues bien, elegimos ese punto y agregándolo 
el término complementario de Newton, tenemos una mejor aproxi- 
mación, como se observa en la figura donde se han puesto los eua- 
tro casos posibles, y en todos ellos “queda 2” entre el valor de partida 
y el verdadero valor de z, es decir, más aproximado al valor de la 
raíz buscada. (Véanse: Lecciones de Algebra, $ 9) 


Error de la fórmula de Newton: 
Puesto que la ccunción exact: 


э = f(a) + (®—а)/'(а) + 14(2—2)2f"(E) 
In intersección con ol eje z tiene рог abacisa 
flo) (yr) 
ría) а) 


EL error cometido con la fórmula de Newton es 


(z—a)* f” (6) _ (0—9): ASA 
art) ° sre 


CONVEXIDAD, сө: 


NTAYIDAD E INFLEXION m 
Poniendo en vez de /"(§) ua uúmero K superior х los valores de /"(z) 
en el intervalo (о, b), resulta como límite de error 


Esta fórmula demuestra que la aproximación lograda es tanto mejor cuan- 
to mayor sea /' (а). Si ésta supera а la derivada segunda, cl número de cifras 
decimales exactas en el nuevo valor, será doble que en ol valor de partida. 
Poro si f'(a) os pequeño podowos магов del valor de la ruiz. 

Tendremos la seguridad do que z’ se aproxima а z más que а si a” ostá 
comprendido entro a y x; esto se verifica si f(a) tione el mismo signo que f" (2) 
en todo el intervalo. Suponomos que еп todo úl no se anula /“(x) y por tanto 
tiene signo constante. Si la derivada segunda se anula precisamente en la raiz 
buscada, la regla de Newton puedo alojarnos de oste valor. 


Emrro. — Ecuación tg x = x 4 


Hemos ententado en (13) los valores ари 


77927 = т 
7728 = 1,302.... 


Las derivadas son: 


ri 
1 (2) = + 2 0002/00 x > 0. 


ї/соз ж — I = tg 


Elogiromos, pues, el valor a = 77° 23° = 1.352 y le agregaremos 


— 0,004685 gz 77-28" = - - 0,000 


¿Con cuántas cifras debemos culenlar f(a), fen) ¥ e 
рага que todas soan exactas? 
El orror de la fórmula de 
а): ree) 0,0003: 


2 F(a) 


mo de ambos, 


owton ea: 
0,0000001 
0,008 X 20 


que os < 0,0000007; luego podemos obtener exactas hasta las millonésimas, es 
decir, tres cifras significativas «lol término de corrección, y para ello hn sido 
prociso tomar 4 cifras exactas en el dividendo. 
En resumen, el tórmim. de corrección vale — 
vo valor de la raíz por exceso es 07 = 


y el mue 


EJERCICIOS 


1. — Estudiar la convoxidad, concavidad е inflexión de la eurva de Cauchy, 
definida por la exponencial de exponente — 1/27. 


— Resolver las ceuaciones: 2.12 ‚ Benz 


Lección 21 
APROXIMACION CUADRATICA. CURVATURA 


85. — Parábola osculatriz de una curva. 
Si en el desarrollo de Taylor tomamos los tres primeros térmi- 
nos. obtenemos la curva: 


y = fia) + (х—а) fa) + Ya (e — a)? f" (а) 


que es una parábola llamada osculatriz porque tiene con la curva 
y — f(z) un contacto de segundo orden en el punto a. La diferen- 
de ordenadas es un infinitésimo de tercer orden, y como este 
infinitésimo contiene la potencia A”, cambia de signo al pasar В de 
negativo a positivo. Es decir: la parábola atraviesa a la curva en el 
punto de contacto, a no ser que el contacto sea superior por anularse 
la derivada 3.*. 

Esta parábola tiene el eje paralelo al y; al cambiar los ejes 
coordenados, varía la parábola, y por ésto se prefiere la cireunferen- 
cia osculatriz o círeulo osculador, que tiene en el punto dado un 
contacto de segundo orden con la curva dada, es decir, que tiene co 
munes con la función f(x) las derivadas 1.* y 2% en dicho punto, 


EMPLOS: 1. — Como aproxi de la catenaria у = (єх 40%) ob: 
tener la parábola osculatriz en el punto más bajo (1=0, y = 1). 

Solución: хз = 2(y —1). 5 

тает la parábola osculatriz en е1 punto (а, Ьу. 

2. — Determinar la parábola osenlat 
tox=1. 

Solución 


de la curva y= et en el pun 


Me(rii1)  Caleúlere el error. 


86. — Círculo osculador y curvatura. 
Un modo de determinar una cireunferencia: 


(ga)? + (y — В) = 


es dar los valores de y, y”, y” en un punto cualquiera = = a. En 
el 1.7 miembro es y función de z luego aplicando la regla (53) dos 
veces sucesivas, resultan las igualdades: 


(y—B) y =— (2—0) 
(y— В) y” + у" 1 
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de donde se despeja: 


ا 


y 
1+0? 
Y 
tenemos así las coordenadas (a, В) del centro. 
Sustituyendo en la ecuación resulta el radio: 


—a=y 


a +y"? 

y 

Dada апа curva y= f(r), entre los infinitos círculos tangen- 
tes en un punto [x= a, y — f(a)), hay uno sólo que tiene con la 


curva un contacto de segundo orden y se llama círculo osculador. 
En efecto, si de la ecuación de la curva deducimos los valores: 


ш ы 


и ба), р Ра) ‚ р а), 

la condición de contacto de segundo orden es que en el circulo у еп 
la curva tengan los mismos valores y. y’, y”, luego sustituyendo es- 
tos tres números en las fórmulas, queda determinado un círculo, 
que es osculador de la curva en el punto fijado y cu 
dado por la fórmula |1j. 
Fórmula diferencial de p. 

Si la curva viene dada en forma paramótrica z= 2(1), 
y= y(t), convendrá transformar la fórmula anterior. 
ya z variable independiente, se tendrá: 


vo radio viene 


No siendo 


y dy/de 


dy = ds dy -- dy dx] «de 


аз» 


y sustituyendo result. 


[2] po —— 


— dy dex ху —y7 


representando por. т. у las derivadas segundas respecto de t. 
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Por razones que veremos en (138). se llama curvatura en cada 
punto a la magnitud С = 1: p, recíproca del radio р. 

Si la tangente es horizontal, es decir: y’ = 0, la curvatura está 
medida exactamente por el número y”. 


Se Mama eraluta de una curva f ul ugur q де los centros do lon esreulos 
osculadores, o centros de curvatura en sus diverses puntos, La curva f se lama 
evolvente de la q. Para su estudio véanse los Complementos de Cálculo inte- 
gral, al final de Cap. V- 


87. — Curvatura de la parábola x - 2py. 


En el vértice la curvatura es: 


р. mego p= p. 
El radio de curvatura en el vértic es igual al parámetro p. 


Dibujada una parábola, tenemos. pues. el diámetro del cîreulo 
osentador, buscando la ordenada igual а la abscisa = y, para lo 


que basta trazar El punto medio del radio es el foco. 
La ordenada de la curva correspondiente al foco, es decir, la per- 
pendicular al eje limitada por el foco y la eurva es precisamente 
el radio p = p. 


88. — Curvatura de curvas usuales. 

Las ordenadas de la clipse son las de la circunferencia de radio a, multipli- 
cadas рог b/a; y la derivada y” queda multiplicada por b/a; como la curva- 
tura de la circunferencia es 1:0, la curvatura de la elipse en el vértice В es 
por tanto 4/a2; luego el radio de curvatura es a?/b. 

Cambiando las letras, el radio de curvatura en А es 02/a. 

Construcción: Desde el vértice D del rectángulo circunscrito se traza la 
perpendicalar а la diagonal EF; sus intersecciones con los ejes son los cen: 
tros de curvatura С y С. 

Basta, en efecto, comparar los triúmgulos semejantes ADC у ОАВ; о bien 
los BCD y ОАВ. 
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Puesto que la construcción de los cuatro esreulos osculadores өя tan senci 
Mn, y la curva tiene con cada wno иш arco que coincido sensiblemente, basta 
completar estos cuntro arcos com una regla flexible de acero раға tener la 


2 о. 


elipse, mientras que las construcciones хот 
tangentes, dan wn óvalo nada pareció 
discontinua, 


estas de arcos de cireunferencias 
а Ja elipse, pues m curvatura es función 


Hipérbola. — Para calcular el radio de curvatura ¢ 
hipórbola udóptene y como varin 
sulla: p= b3/a. 


los vértices de unn 
independiente, y derivando don veco, re- 


Basta, pues, trazar desde el punto ҳа, 0: que determina una asíntota 1а 
perpendicular n ésta y corta al eje x en el centro С de гушта. 

Para el vórtice de la bipórbola equilátera su — ш remita p= а VS ОА. 

Binusoido у == sen s. ~- La derivada segunda es y” — sena; la curvas 
tura on los vértices vale 1 y el radio do curvatura р = 1. Como el contacto con 
el círculo osculador es do tercer orden, bay un arco de sinusoido que sensible: 
mente coincide con la cirennferencia. Además, la tangento en cada punto de 
intersección von el eje 4 forma ángulo == 35°, y como tiene contacto de segun: 


do orden, tambié 

la tangente, 
Cioloide, — Para enicular el radio de curvatura de la ciel 

punto aplíquesc la fórmula [2]. Ln el vértice resulte: p = — dr. 


hay un 


oze sie sinusoide que sensiblemente coincide con 


on cualquier 
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89. — Vértices de las curvas en general. 
AT moverse un punto sobre la curva y 
los puntos en que alcanza 
vértices do la curva. 
Si ol radio es máx 
máximos y minimos resolv 


эз.з(1 


f(z), la curvatura varía сопол; 
imos y mínimos sin anularso, so атап 


yh 


El factor suprimido у” =0 representa los puntos de inflexión, donde la 
curvatura nleanza su minimo cero, poro tices, 
Si lu curva os simótrica respecto del ejo y, es y'= 0 y resulta у” = 0 lo 
mismo quo en el eirenlo osculador, que también es simétrico; por tanto, el con 
tacto es de terecr orden. 
Más general, consideremos el e 
Derivundo por torecra vez la ceunei 


culo osculador еп un vórtico de ja curva. 
«el cîreulo, resulta: 


By 


y sustituyendo el valor de y— f, тенш! 


quo ск cl mismo valor que resulta en 
vértices de una ourva el contacto con su 
al segundo. 


éxtivo de la curva; luogo: En los 
roulo osculador es de orden supo 


90. — Curvatura de la línea elástica. 
in Técnica so presentan algunas curvas de pequeña 
por ejemplo, la línea cláxtica, csto ew, la formo adoptada por la fibra central 
de una varilla horizontal sujeta a deformación para ciertas fuerzas; por ejem- 
plo: viga horizontal empotrada por un extremo. 

La pendiente y cn сайа punto es en general pequeña y suelo adoptarie co- 
mo fórmula aproximada para la curvatura C~ y". Ahora bien, ¿quí error 
produco aquella hipótesis simplificad error exacto es 


curvatura, como es 


yd изу iaa >)‏ و 


y aphicando el teorema del valor medi 
exactamente 3/2 multipl 


menor que 
¡or que д, el error relativo eo 


Ni se anl 
lo en la curvatura сз < 5/, 62. 
Fácilmente demostrará el lector que 
la potencia es alternada y, por t 
3/, 12; primer término d 


so desarrolla 
mteds es menor que 


ERCICIOS 
1.— Determinar los v 


aside y eicloide. 
— Demostrar que la ew 
— Deducir la #9 
— Demostrar que el 
tiene vontneto de tercer orden. 


es otra eieloido igoal. 
[1] como euso particular do За [2 


lador а nna cónica en сайи vénite 


Lección 22 


INTERPOLACION 


91. — La fórmula de Lagrange. 

El desarrollo de Taylor da aproximaciones sucesivas de /(2) 
en el entorno de un punto, pero el error crece muy rápidamente al 
alejarse de ese punto. Más es en muchos casos obtener polino- 
mios que coincidan con la función en 2, 3, 4, .... puntos aunque 
las tangentes a las gráficas sean distintas; este es el problema de 
la interpolación y extrapolación. 

Dados los valores: 


Yow f(z) > A Yn = f (a) 


existe un polinomio y solo uno, de grado n, que toma estos n-} 1 
valores; pudiendo calcularse n- 1 coeficientes mediante las 
m-+ 1 ecuaciones lineales de pero es preferible formarlo 


directamente así: 


condición 


Р(х) = ao(s — х,)(х—х,) бк т) + 
Ya (ло) (£ — 3) 2... (1 — Ta) 


-+„а(#—ж)(ж—).... (2 


1-1) 


donde en vada producto falta un factor f —x,, Рага £= г, ж 
anulan todos los términos, excepto el primero, y se despeja el va- 
lor de аъ; haciendo <= ж, se despeja a,, ete. 

Esta es la fórmula de Lagrange, que da el polinomio buscado; 
el cual es único, pues la rencia entre dos polinomios Pa (7) — 
— @„(=) que tomen los mismos м -+1 valores, se anula en ellos, y, 
Por tanto, es idénticamente nula, luego (т) == @„(т). 

EJEMPLOS, — Recta doterminada por los puntos (£e Ya) (л): 

El polinomio de primer grado es: 

иаа) обе) 


fracciones: 


donde los coeficientes a, y а, son 1 


ЕД 


pery pery 
Párabola determinada por los puntos: (Ze yo), (Zu Y)» (Fs, Va). 
y= аб а) (E т) +r E) lr ro (r ri) 
cuyos coeficientes s 


mediatamente. 
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92. — La interpolación parabólica progresiva. 

Dos son los defectos de la fórmula de Lagrange; la complica- 
ción de los cáleulos y la inutilidad de ellos euando después de for- 
mado el polinomio Р,(=) se quiere formar el Р(х) para conseguir 
mejor aproximación. Ambos inconvenientes se evitan con la inter- 
polación parabólica progresiva, que conduce más cómodamente al 
mismo polinomio, por la unicidad ya demostrada. 


Primer grado, — Pongamos: P,(z) — a, + €, (2 — 3e) 
donde: a= ; a, = (Y, — ao) :(£, — 20) 
Segundo yrado. 
Po) == a, +0, (2 — £o) + a, (2 — Lg) (1 — 21) 


Conservando los mismos ay, a,, basta calcular a, con la condi- 
ción que y tome el valor y, para 7,; о sea: 


Ya — а, — G, (£3 — Lo) Ya — Pa (2) 


AA) A To) (а) 


Grado n. 
Pala) — aa Баба.) + a (0 — zo) (e — a) +... 
sono Fala — 2) .... (2—5) 
El nuevo coeficiente a, es igual a la diferencia Yn — Pres (2a) 


entre el nuevo valor prefijado y, y el valor que toma el polinomio 
antes calculado, dividido por el producto 


(En — Zo) (La — 11) о... (Za а) 
de distancias al nuevo punto х, desde los anteriores. 


Езвмрио. — He aquí las tensiones del vapor de agua a diversas tempo- 
raturas: 

Temp: 2 soe о 100* 

Tensiones: Р 3546 52,55 7600 
'erpolación lineal entro S0* y 90° di 


P, = 35,46 + a(t — 80°) 


L 


donde: 
a, = (16 — 35,46) : 20 = 2,027 


pero si sustituímos t = 90° resulta: 
P, = 3546 -+ 20,27 
error: 52,55 — 55/7: 
como es excesivo, recurramos a la interpolación de segundo grado, cuyo nuevo 


INTERPOLACION 9 


coeficiente a, se deduce dividiendo ese error por (90—80) (90—100) = — 100; 
leko resulta 0,0318; la mueva fórmula 


P, = 35,46 + 2,027 (t — 80) -+ 0,0318 (¢ — 80) (t — 100) 


Por ejemplo: para ¢ = 86 resulta Т = 44,95, mientras que la observación 
directa del fenómeno da 45,01; el error relativo, por tanto, no Педа a 1: 1000. 


93. — Valores equidistantes. Fórmula de Newton. 
Caso importante es aquel en que los puntos To, ту, £a, .... son 
equidistantes, es decir: 
س چک س ر‎ =Й 


Los numeradores de los coeficientes de, а,, .... son entonces: 
Yo o AAA YO s .... 
y los denominadores respectivos son: 
EM 


La formación de los numeradores se hace cómodamente con 


ste esquema, usando las diferencias 2: Ду — Аул, — Aya; las 
A as 
Yo 
Y 
Ny 
А. = Ys — Ye 
Y 


en el eual se forma cada elemento restando los dos que lo compren- 
den en la columna anterior. 

Obsérvase que los mumeradores de los coeficientes to, My, dy, .... 
son precisamente las diferencias sucesivas: 


Yo» Mo + М» + NY sc... 


que ocupan la primera fila mitida la generalidad de esta ley 
(cuya generalidad se prueba fácilmente por inducción) resulta la 
importante fórmula de Newtoi emejanza con la de Taylor 
salta a la vista: 


f(2) =y t 
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EsempLo. — Como aplicación de la fórmula de Newton, resolvamos el mis- 
mo problema anterior, ya que los valores 80, 90, 100, son equidistantes: 


во 3546 
17,09 
зо 52,55 596 
23,45 
100 70,00 


Juego Ja fórmula obtenida, idéntica a Ја antes formada en (92), os 
р = 35,46 + 1,709(f — 80) -+ 0,0318(1 — 80) (t — 90) 


Nota. — Es preciso agregar el término complementario, pues la función 
dada f(z) no coincido con el polinomio que hemos formado, más que en los 
puntos ze л, .... Zn. La expresión del término complementario es: 


(Al ME 


ESTE 


biendo E un númoro comprendido entro ge, Zy x, y esta expresión valo 
aunque no sean equidistantes los valores, es decir, en la interpolación parabólica 
general. (La demostración puedo verse en Vallée Poussin). 

Obsórveso el peligro de la extrapolación, es decir, la utilización de la fór- 
mula para cl cálculo de valores en puntos exteriores al intervalo de los valores 
observados; pues aparte el riesgo do un crecimiento rápido de la derivada, ol 
producto do distancias a los puntos dados croce rápidamente al s 
torvalo do éstos. 

Furxrio, — La misma fórmula que 
para el valor t= 86, uos da para ¢ = 0* cl resultado absurdo 127, 
que el valor observado es 0,46. 


ir del in- 


EJERCICIOS 


1. — Formar la ecuación de la parábola de eje vertical determinada por 
tres puntos (ze Y), (29 Y), (20 Ye): 

2. — Resolver los ejemplos del texto, aplicando la fórmula de Lagrange, 
y comparar fos diversos métodos еп cada саво. 
а. — De igual modo que Ay/h — W's se puede probar: Дау, /%з > y"; ete. 
Admitido esto, demuéstrese que al tender 7, 7, ..... hacia 2, resulta la fórmu- 
la de Taylor. 


CAPITULO IV 


LAS SERIES DE POTENCIAS 
Lección 23 
SERIES NUMERICAS EN GENERAL 
94. — Adición y sustracción de series. 


Siendo el algoritmo de las series una combinación de la suma 
con el paso al límite, las propiedades demostradas en la lección 6 
permiten obtener nuevas propiedades de las series. Por ejemplo: 
dada la serie convergente: 
mM Fu Fu + .... Fu} ....—U 
es decir: lím., 07, = U por la definición (36) 
se verifica: lím. kU, = kU por la propiedad (23) 


luego resulta de la misma definición de serie: 
ku, 4-и, 4. +... kU 


Si se multiplican los términos de una serio convergente por un 
mismo número, su valor queda multiplyicado por este número. 


En particular: si se cambian de signo todos los términos, resulta 
como valor de la serie el número opuesto. 


Consideremos ahora varias series convergentes, por ejemplo: 

-u 
Fes Fo Foc А 

U=líim.U, ; V = lim. Vn (def. 36) 


A A +... 


se verifiea: U -+ V = lím. (U. + V.) (prop. 22) 
о sea, por la misma definición de serie: 
(th H w) H (s ta) 4 -... 4 Ola H Va) + 


La serie obtenida sumando término a término dos o más series 
convergentes tiene como valor la suma de los valores de estas series. 


e. DEV 


102 SERIE NUMERICAS EN GE: 


AL 


Como la diferencia puede considerarse como suma resulta: 


La serie obtenida restando término a término dos series соп- 
vergentes, tiene como valor la diferencia de los valores de ambas. 


95. — Series absolutamente convergentes; propiedad conmutativa. 

Considerando una serie de términos positivos y negativos, por 
ejemplo: 

4—4,—4 а, — 


+ +—-.. 


que es la diferencia de las series: 
A A +a. +0 + .. 
049, + a, +0 4-9, 4-9 4-04-00 4-4... 


formamos la serie de valores absolutos: 

в ++ % y a, @, -H о, H apm $ п, + 
y ésta es convergente, también lo son las dos anteriores, que tienen 
los términos =, luego tienen sumas finitas A y A’. Como la serie 


dada es la diferencia de ambas, su valor ев А — A”. 


Resulta así el teorema o criterio de Dirichlet : 


Si la serio de valores absolutos converge, también converge la 
serie dada y su valor es menor que el de aquélla. 

Dada una serie de términos positivos y negativos, si se forma 
la serie de valores absolutos y resulta convergente, también lo ез 
la serie dada la cual se llama absolutamente convergente; si la serio 
de valores absolutos diverge, nada puede decirse de la serie dada, 
pero si ésta es convergente su convergencia se Пата condicional. 


ESEMPLO 1. — La serie 
1 1 
аж س‎ 
ПИШ 3 “ 


cualquiera que sen la ley de los signos de sus términos, es absolutamente соп- 
vergente, pues la serie d valors absolutos es Ja que defin el número e. 
Esexero 2. — La serie 
1 1 1 
Da —— + М. 

2 3 з 
ев convergonte por ser alternada y tender а 0 su tórmino general; sin embargo, 
la serie de valores absolutos es la serie armónica, cuya divorgencia so ha visto 
en (39). Por tanto: la serie dada es condicionalmente convergente. 
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La distinción entre la convergencia absoluta y condicional es 
importante, si se desea alterar el orden de los términos. En efecto: 

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad con- 
mutativa; en las condicionalmente convergentes la alteración del 
orden de los términos puede cambiar el valor y hasta el carácter 
de la serie. 


Demostración 


Veamos da propiedad conmutativa para las series de tér- 
minos positivos. Si se altera el orden de éstos, cualquiera que зев cl número de 
términos que tomemos eu ln segunda serie, es la suma 57, < А, pues todos 
«Пов figuran eu una cierta suma parcial de S; luego el límite es 5' < 8; por 
igun) ruzón, invirtiendo el razonamiento, debe sor 5 < 8, luego S= ¥. 


Esta cs Ja propiedad Mamada conmutativa, auálogu а 1а de las sumas fi- 
mitas; mas no se crea que esta propiedad subsiste pura todas las serios, pues 
al alterar cl orden de los términos, no sólo puede cambiar la suma, sino hasta 
hacerse divergente la serie, (Vénso el ejemplo). 

Las series absolutamente convergentes tienen la propiedad conmutativa, pues 
toda alteración de orden en sus términos produce una alteración en los minuon- 
dos, (que по hace variar su suma 2), en los sustraendos, quo tampoco 
altera la suma A’, luego resulta 8 = А — 4”, después de ln alteración del orden 


Formos, — Con lor términos de la 


«чун sumu өк (2 = 0,61 


Эў mto veremos, se pueden formar окце serion: 
П 1 1 1 1 1 


1 1 
~ =+ سم‎ 
' 4 n 6 


doude las fracciones de denomi: 


lor par ocupan los puestos cuyos números 


de ordeu son 1, 4, 4, .... mB, .... Eata serie ек diverges 
1 1 1 3 1 1 ' 

A ЭНЕ, ИЧСЕ. ЕЕЕ. z, 
2 4 6 s 1 ю 31 оз 


en la que las fracciones impares ocupan los lugares múltiplos do б, converge y 
vale 0. (Puedo verse la demostración en Análisis algebraico, núm. 353). 
Compruebe el lector aproximadamente estos resultados tomando suficiente 
número de términos. 
Esta variación de la suma y aún del carácter de ln serie es debida a no 
ser aUsolutumente convergente, pues al tomar todos los términos en valor abso’ 
luto, resulta la serie armónica, cuya divergencia se demostró en (39). 


96. — Multiplicación de series. 
Dadas las series convergentes de términos positivos: 
wa Uy Fg cc. Fa < 
A Ema pm 


у 
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multipliquemos cada término de una por cada término de la otra, 
agrupando los productos en esta forma: 

чо + 

Hi t, AA 

H N, Va F Ug Va F Ua Vi A Us va A tia tyt 

ATIN 
de modo que la suma de 1, 4, 9, . términos es precisa- 
mente Un. Vn; luego esta serie es convergente y su valor es U . V; 
y de cualquier modo que se ordene, siempre vale U . V, producto de 
los valores de ambas series. 


Si las dos series son de términos positivos y negativos, pero 
absolutamente convergentes, la serie de productos es absolutamente 
convergente e igual al producto de las series de valores absolutos 
de ambas; pero si los términos se ordenan como arriba se hizo, ез 
decir, de modo que los n? primeros sumen Us. Va, su límite es U. У. 
Por tanto: 

Dadas dos series absolutamente convergentes, la serie obtenida 
multiplicando on cualquier orden cada término de una por cada tér- 
mino de la otra, es absolutamente convergente ¢ igual al producto 
de los valores de ambas. 

En particular, puede adoptarse esta ordenación llamada de 
Cauchy, atendiendo а Ја suma de índices: 


иң 4 (иш -Е шаң) A (ats -H Uat H th 


EJERCICIOS 


1. — Demostrar que el error eometido en una serie absolutamente conver- 
gente al tomar S., es menor que el resto de la serie de valores absolutos. 


2. — Demostrar que si las dos series de términos positivos y negativos 
componentes de una serie son divergentes, pero el término general tiendo а 
cero, alterando el orden se puede formar una serie convergente de suma prefija- 
da, o una serie divergente de suma + ос, о bien una serie oscilante. 


3. — Elevar ul cuadrado la serie de valores absolutos de la serie que do- 
sarrolla cx (42), ordenando según la regia de Cauchy; multiplicar de nuevo 
por ln serio exponencial y descubrir la ley gue siguen estas series, potencias 
de aquélla, 
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97. — Intervalo de convergencia de una serie de potencias. 
Una generalización muy útil de las funciones enteras o polino- 
mios son las series enteras o series potenciales: 
СЕСТЕР ш 
cuyos términos son las potencias sucesivas de una variable x, mul- 
tiplicadas por coeficientes cualesquiera, De este tipo general resulta 
cada serie particular dando valores numéricos a los coeficientes 
Bay An, б, .... Tales series no tienen significado numérico sino рага 
aquellos valores especiales de x que sustituídos en vez de la variable 
dan una serie numérica convergente. 
El conjunto de valores de z que hacen convergente una serie 
se Mama campo de convergencia; veamos qué es un intervalo, 
Vormemos el cociente de valores absolutos de cada cocficiente 
al siguiente: | a |: jann | y caleulemos su límite R, para н =» «о. 
Apliquemos а la serio el criterio de convergencia de Dirichlet 
(95), es decir, formemos la serie de valores absolutos: 


14-1 |5-1 +.. + | + .... 123 
El cociente de un término al anterior es 
izl 


faat 


cuyo límite para n= = es |s|: R. 
1°) Si R= se el límite de este cociente es 0, cualquiera que 

sca x, es decir, la serie |2) converge y también la [1] para todo 

valor de z. El intervalo de convergencia es todo el eje de las x. 


2.) Si R >0 pero finito, este límite es: 


> . o 43% 


es decir, por el eriterio (40) de d'Alembert, la serie [2] converge 
y por el de Dirichlet la [1] converge, por tanto, absolutamente, pa- 
ra los valores de æ comprendidos entro — Е y +R. Para valores 
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|| > К, la serie [2] diverge y sus términos van ereciendo desde 
un cierto lugar en adelante, por ser > 1 el límite del cociente de 
términos consecutivos; luego la serie [1] cuyos términos erecen, no 
converge, por no tender éstos a cero (36). 

Este número К, que mide la amplitud del intervalo de conver- 
gencia а uno y otro lado del origen, suele llamarse radio de conver- 
gencia, En los extremos №, — R, caben todas las posibilidades, 

3°) Si F0 la serie [1] sólo converge раға el valor s= 0 
que la reduce a su primer término a. La serie no define, pues, fun- 
ción ninguna, Ejemplo: 0! + 1124-2100 + 

Podemos resumir en una sola regla práctica los tres casos: 


El radio de convergencia es el límite para т —> œ, del cociente 
de cada coeficiente al siguiente, tomados ambos en valor absoluto, 


ulamente las series de los dos primeros tipos tienen interés, 
pues definen funciones de х para los valores del intervalo de con- 
vorgencia, Las series de intervalo infinito de convergencia son las 
más parecidas a los polinomios, pues toman valor numérico para 
cualquier valor de x; se llaman funciones trascendentes enteras, 


Compruebe el lector 


© pertenecen al primer tipo Tas series 


(cos ху 


(sen £) 


(aretga) z — — H 

3 
que serán estudiadas en Ins lecciones siguientes, donde demostraremos que sus 
sumas respectivas son las anotadas а la izquierda. 

En estas series, excepto primera y penúltima, no es aplicable la fórmula dada 
pura Л, pues hay infinitos coeficientes 0; pero tomando z? como varinble, re- 
sulta 1 como límito en la última, luego Æ y en las 2л y 32, R= о. 

En las funciones no elementales el cociente ¦ an |: |an y, |. suele carecer do 
limite y también falla la regla análoga de la raíz n- sima (Lece, 10, Ejero. 4); 
pero se generaliza mediante el concepto de límite de oscilación (V. Teoría do 
funciones). 
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98. — Operaciones con series de potencias, 

La utilidad de las series de potencias reside, sobre todo, en sus 
propiedades sencillas, análogas a las de los polinomios y que уа he- 
mos demostrado, Las series de potencias se suman y restan como 
polinomios ordenados; se multiplican formando el producto de ea- 
da término de una por cada término de la otra, y ordenando tos 
productos según las potencias erecientes de л. 

El intervalo de convergencia de ie que resulta comprende 
al menor de los intervalos de convergencia; pues para z interior A 
él, ambas series convergen absolutamente, 

к 


мра, — Elevando n 


cuadrito la 
тфа om 


-+} 12141, 
tenemos este resultado: 
aping on арс 


y ordenando según las potencias 
1424 


lentes 


Auálogamente, pueden dividirse las series de potencias como lus polino- 
mios, ordenundo el cociento según las potencias ascendentes de л, pero la vali 
dez del resultado ya no es de tnm fácil expresión como en la suma, resta y multi- 
plicación, pues el radio dle convergencia nto puede ser menor que los 
de ambas series, ya que по puede superar ө los módulos ıl 
cos rentes o complejas shel ivnowimut 


99. — Desarrollo en serie por división. 

Ln particular, Jos polinomios son series que tienen nulos 
nitos términos y prolongado indefinidamente el cociente de dos po- 
linomios, ordenado según las potencias ascendentes, resulta una se- 
rie que equivale ul cociente de ambos polinomios en un cierto inter- 
valo de convergencia. Su radio es cl módulo mínimo de Тох ceros 
reales o imaginarios del denominador. 

La demostración exige pasar al campo complejo, explicán- 
dose así paradojas como ма la función [4]. 

Sin apoyarnos en el teorema general atriba citado, si dividimos 
1 por 147 podemos eseribix la igualdad: 


nfi- 


que pre 


pues tal desarrollo es válido para z, < 1 como se demostró en (36). 

En este caso el radio de convergencia que limita la validez de es- 
ta igualdad es К — 1: para valores fuera del intervalo (— 1 -+ t) 
deja de ser cierta la igualdad ;así, por ejemplo, para z = 2, el pri- 
mer miembro toma el valor - 1 mientras el segundo carece de va- 
lor, pues es divergente, Tal es el ineo 


iente de los desarrollos 
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serie, que no dan la función completa, sino sólo un trozo de fun- 
ción comprendido en el intervalo de convergencia. 


Análogamente se obtien 


[4] 


ara i| <1 


desarrollo también válido p 


100. — Desarrollo en serie mediante la fórmula de Mac-Laurin. 

La fórmula de Mae-Laurin, aplicable a toda función que ti 
ne infinitas derivadas, expresa la función en forma de polinomio, 
más un término complementa 


(0) А СЕН) 
(n—1)! п! 

Inmediatamente ocurre р si será legítimo extender inde- 
Sinidamente el desarrollo, poniendo en vez del término complemen- 
tario unos puntos suspensivos. Vamos a estudiar cuándo será cier- 
ta esta igualdad: 


1(7) —=f(0) E 27700) + 


10) — 1(0) 4.10) 4 t 


./”(0) a, (0) 
رز زو‎ S Fi. و‎ 
(n—1)! 

Para ello basta recordar el significado de estos puntos suspen- 
sivos que equivale al símbolo lím. S,. Llamando, pues, S, a la suma 
de los n primeros términos; la segunda igualdad será cierta, si lo 
es esta otra: 


f(z) — lím. S, 


о lo que es lo mismo: lím. [f(7) — Х„] —0. 


Ahora bien, esta diferencia f(x) — 
mino complementario, luego resulta: 

El desarrollo de una función сп serio por la fórmula de Mac- 
Laurin, es legítimo para todo valor de х para el cual el término 


„ es precisamente el tér- 


complementario tiende а 0, al crecer n infinitamente. 
Nora. — El mismo eriterio subsiste para la validez del desarrollo general 
taylorin 


12) =1(0) H (7 — a) f(a) + (2—a)2f"(0)/2% ++. 


101. — Desarrollos mediante la serie derivada. 

En las lecciones siguientes será muy útil este teorema: 

Si f'(x) es desarrollable en serie potencial en (—R, +R), 
también lo es f(x) en el mismo intervalo y los términos de la serie 
son las potencias primitivas de los términos de aquélla. 
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Demostración. — Hemos visto (97) que si Iu serie [1] converge en un pun: 
to т, del intervalo de convergencia (— E, + R) la serie de valores absolutos [21 
converge para todo ж tal que |21 < |2,1 y el resto e 
ра) раная | + .... < | atan |+. 
desde un cierto indice g y, para todo |z] < |7]. 
Aplicando la fórmula de Taylor a las funciones /(2) y /’(7) se tiene: 
IE) =0, Бал... + век" + Kaa) 
f(z) = a, + <. magra 4 Kn (z) 
y wî /'(х) es desarrollable en serie pura z.= л se verifica, como acabamos de 
probar, | F(7) | < e para todo ¥ < x, y todo .. Por el teorema del valor 
medio es 


Ш.к) =En(7) — К, (0) =.) 
luogo para cada |# < || es desde ngpi | аа) | < 130 |е 5 por tanto, os 
E,(2) +0 para —E <7 <F, y Ук) es desarrollable en todo el intervalo 
EHR). 


102. — Aproximaciones sucesivas de las funciones. 

Los desarrollos en serie de potencias son el instrumento óptimo рага el 
cáteulo aproximado y tabulación de puesto que se puedo tomar mo- 
yor o menor número de términos seg ximneión exigida. 

Vara rleterminur el grado alcanzado al tomar varios tér 
minos, no basta que senn desi pues la suma de ellos 
puedo exceder ql límite de error у a Solamente en Ins serios 
alternadas puedo а or al primer término 
despreciado; en Jas demás grade de aproximació 
formando el tórmino complementa: "Taylor o comparado con unn prop 
sión geométrica convergente que tenga los términos mayores que la serie dida. 
Ente último prosedimi o lu serie mayorante) ha 
utilizado para la serio de 1 término complementario һа 
ido aplicado repetidas veces. 

Hay funciones compli bles, que m 
витке aproximadamente por las sencillas (que los pri 
tas), cuando una de las variables єч suficientemente pequeña. Y) migi 
Чо esta palabra Se desarrolla en serie de potencias de dicha va 
rinble, y la serie es válida para todos los valores de la variable inferiores nl radio 
de convergencia, Tomando 1 los Ме fa serie resultan fórmulas 
que dan apro: ox ejemplos: expuestos 


EJERCICIOS 


1. — Calcular el desarrolla de 1:(1—3x 4 
2. — Demostrar que el producto de dos series exponenciales es 
tipo; y comprobarlo para ef cociente de E por una serie exponencía 


(C) El prineipiànte que al calcular la suma 


5,81 de los 100 pri 
meros términos de fu serie armón 


crea poder asegurar siquiera las cifras 
3,8 de la suma total de la serio en vista de que los términos siguientes son 
inferiores n 0,01 cometerá eraso error, pues esta serie es divergente, 

La afirmación tan frecuente en libros tcenicos, de que el error de una 
aproximación es despreciable por ser del orden del primer término que sigue, 
el cual es despreciable, es tan arbitraria y peligrosa como la anterior. 
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103. — Laserie exponencial. 
Las derivadas sucesivas de / (r) = e" son todas 6, y para s = O 
toman el valor 1, luego el desarrollo en serie de Mac-Laurin es: 
so. æ 


n Cl ` Pe Horsa 
E an n! 


¿Para qué valores es válido? La se 
luego el tórmino general tiende a 0; y como el término complemen- 
tario, según (100), sólo difiere de él en el factor eE, resulta que 
este desarrollo es válido para todo valor de z. En particular, para 
+ == 1, tenemos la serie ya estudiada en la lección 11, con la cual во 
valeula el número ¢ con cuantas cifras decimales se quiera. 

Та función ах = (е9) = е". 79 se reduce a la exponencial na- 
tural, sustituyendo x por sla. 


converge para todo =; 


104. — Desarrollos de sen x y cos x. 


Derivando sucesivamente la función /(£) «= sen х, resulta: 


102) = sen z, f'(x) = eos, f(x) — — sen z, f" (2) == — cos 2, 
Р (2) <= sen z, f'(x) — cos r, .... 
y para <= 0 toman los valores: 
1(0) =0, /'(0) —— 1, f” (0) = 0, f” (0) = — 1, f"(0) = 
luego el desarrollo en serie es: 


121 


з! 51 (+1)! 


Análogamente para el eoseno, basta rebajar en 1 los índices de 
las derivadas y resultan los valores: 
1(0) =1, f(0) =0, f"(0) =—1, 7(0) 0, fM(0)=1, .... 
con los cuales se forma la serie siguiente, que solo contiene las 
potencias pares de z: 
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Como el término complementario sólo difiere del término ge- 
neral en un factor sen о eos, tiende а 0 para todo valor de =. 

Luego ambos desarrollos son válidos para todo valor de х. Sin 
embargo sólo son útiles para valores menores que un octante, lo 
cual es suficiente. 

Es sabido que sen x es función impar, es decir, cambia de sig- 
no al cambiar x, у соз es función par, que toma valores iguales 
pará г y — к; estas propiedades aparecen claramente en los desa- 
rrollos [2] y [3]. 

También se observa que la serie del соз с resulta derivando 
término a tórmino la serie del sen z, de acuerdo con (101). 


105. — Funciones hiperbólicas. 

Con frecuencia se presentan series de potencias, que sólo di- 
fieren de las series del sen г y del eos en tener positivos todos los 
cooficientes. Estas nuevas funciones se llaman seno hiperbólico y 
coseno hiperbólico, y se representan asî: 


[81] 
151 
Inmediatamente resulta de esta defini 
161 sh0=0 sh (r) = sh e 
171 «бе! ch c) = eh e 


relaciones que son análog: 


a las del sen £ y cos z. 


Comparemos estas series con lax exponenciales ех y e* 


y resulta la descomposición 
18] еса ; e 


= chr she 
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sumando y restando ambas igualdades, resultan éstas: 
19] ch zm (еке) (ее) 
y multiplicándolas se obtiene la relación fundamental: 
0] eha z sl — 1 


Todas las propiedades de las funciones hiperbólicas resultan 
fácilmente sustituyéndolas por las expresiones [9], que también pue- 
den adoptarse coma definición, 


Las relaciones fan damentales son : 


m) she y) = sh £ eh y 4 che sh y 
П] sh(r—y) = sh s ch y — eh zsh y 
131 chr + y) = eh zeh y + sh rsh y 
1141 elle — y) = ch x ch y —sh e sh y 


relaciones muy análogas a las de Trigonometría circular, y más si- 
métricas que ellas, pues hay correspondencia en los signos. 


Haciendo x == y, resultan las fórmulas de duplicación : 


115] sh 2г 2h 0. ch у 

116] eh2r— “f ха = Зеһ?г — 1 25h 7x2 + 1 
de donde se despejan estus fórmulas útiles: 

[17] ehr «= Yo (ено +1) 


118] shin == Ye (ch2r —1) 

Derivando shz resulta ch г; y de- 
rivando ehr, resulta shz. Las deriva 
das sucesivas son: sh z, chr, shz, ch z, 


а tangente hiperbólica se define: 


tha = sh е x 


y su derivada es 1/eh? л. 
EJERCICIOS 
2. — Demostrar para las funciones hipervólicas las fórmulas correspondien 


tos a las conocidas para las circulares: expresión de shêx, char met 
dobie, transformación de sumas y diferencias en productos, ete, 


2. — ¿Qué curva representan las ecuaciones paramétricas 2 =, 
Establézennse analogíns con la representación geométrica de las funciones 
cirenlares, 
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106. — Desarrollos en serie mediante la serie derivada. 

Aunque la serio de Mac-Laurin permite desarrollar todas Jas 
funciones elementales, al examinar el término complementario para 
determinar el intervalo de convergencia surgen dificultades, para 
ovitar las cuales vamos a seguir otro método, que consiste en efec- 
tuar el desarrollo de la función derivada (cuando es más sencilla 
que Ја función dada) y de este desarrollo pasar al de la función 
propuesta (que también se llama función primitiva) como se ha 
explicado en (101). 

Obtenida una serie primitiva y sumándole una constante ar 
bitraria, se tienon todas las series primitivas, y todas tionen el mis- 
mo intervalo de convergencia quo la sere derivada. 

Las funciones log (1-} л), are sen z, are tg tienen derivadas 
algebraicas, fácilmente desarrollables on serie y de esto desarrollo 
se pasa al de aquéllas formando la serie primitiva y determinando 
la constante. En los párrafos siguientes puedo verse el modo de 
proceder. 


107. — Desarrollo en serie de la función 1 (1 -- х) 

La función lx no es desarrollable en serie de potencias, por no 
ser finita para ж «= 0, condición que cumplen todas las series ente- 
ras; pero la función 1(1-+ т) se desarrolla fácilmente mediante la 
derivada cuyo desarrollo [3] ha sido obtenido en (99). 


(0 y =1/0 +z) =1—2 


агг E ех‏ م 


serie cuyo radio de convergencia es J == 1. Integrando, o sea to- 
mando funciones primitivas de ambos miembros, resulta: 


8 ce کي‎ e A 
=r в в و0‎ 
2 y 3 > 7 + 
y como para 2—0 la función vale 11=0, y el segundo miembro 
se reduce a С, debe ser C=0. Resulta, pues, este desarrollo: 
КАЕ an 
USD) ma — + +... 
5 3 
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Nota. — Para z=1 la serie del segundo miembro es alternada conver- 
gente y aunque la demostración dada de [2] пайа dice sobre ese punto, ве 
puede demosrtar (У. Teoría de funciones) que el desarrollo es válido en ese 
extremo x= 1, resultando el desarrollo 


13] 


inservible prácticamente, por su lenta convergenci 


108. — Transformación de la serie logarítmica. 

La serie logarítmica convergo tan lentamente que no es aplicable al cálcu, 
lo do logaritmos. De ella se deducen estas series más útiles, que exponemos a 
continuación: 


Cambiando ж por —x en la serie 


+) 


га] 


153 


Aplicación técnica. — En los cálculos de la flexión de vigas curvas de soc- 
ción rectangular interviene en vez de la sección rectangular %.% el área co- 
regida, cuyo valor es 

2E4h 
BRAN 
siendo b la base de la sección rectangular y В la altura; Æ es el radio do cur- 
vatura de la viga. Para simplificar el cálculo de А, basta aplicar la última 


formula y resulta: 
he he 
ыы е r 
падт * вови 


Como la razón 2 es muy pequeña, con dos términos puede obte 
теге buena aproximación; es decir, basta agregar al área bh un término 
de corrección que resulta de multiplicarla por А2: 12. 

Aplicación al cáloulo de tablas de logaritmos. — Si en la serie [5] hw 
сетов el cambio de variable 


A=x0.1 


n+1 142 
» “3 
1 
es decir: 
БЕ 


resulta: 
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serio que converge muy rápidamente cuando n es grande y que permite eal- 
cular 1(а +1) conocido 1, mediante un solo término del desarrollo. 

Los logaritmos decimales se calculan fácilmente multiplicando por el mó- 
dulo M=0,43420 .... 

Con el primer término del desarrollo es suficiente para construir las ta- 
blas usuales hasta 10000, con 7 decimales exactas. 


109. — Desarrollo en serie de arc tg x. 
La derivada admite desarrollo inmediato en progresión geomé- 


Ш y=—1/(1 +z) — 


FB FE e 


convergente рага | | < 1. Pasando а las funciones primitivas, re- 
sulta: 


e 
UE мр 


Haciendo z «= 0, el segundo miembro se reduce а С y como en- 
tre todos los arcos que tienen la tangente O se eligo el menor, que 
ев 0, resulta С — 0. 


Nota. — Para z=1 ln sorio converge, pues resulta altermda con un 
término general que tiende a 0, y so puede demostrar que coincido con are tg 1, 
resultando el desarrollo; 


1 1 
3 5 7 


serio Mamada do Gregory o de Leibniz, cuya lenta convergencia ya observada 
(37), la hace inservible para el cálculo de 


110. — Desarrollo de arc sen x y arc cos x. 
La derivada de y = аге sena es: 


у= (1—2) 
Esta potencia se desarrolla, como veremos en el párrafo siguiente, apli- 
вардо la misma fórmula del binomio de Newton; es decir: 


БЫ з.з ES 1.3.5 ав 
Y=1+ + . + . 
2 12 2 12.3 S 


y Pasando а la función primitiva, resulta: 


1 а зз ж 1.3.5 ат 
are sen t=O +z + e + —+ A 
23 24 5 24.6 7 
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Como la función are sen x so anula cuando el seno es z=0, el valor de 
lo constante es C=0, 

La serio do аге созт = lx — are sen z, se deduce fácilmento de la anterior, 
rostándola do мт. 


111. — Serie binómica. Fórmula de Newton. 
La derivada n-sima de у == (a -- 2)” es: 


yomn(m—1)(m—2) .... (m—n +1) (a + о) 
y la fórmula de Mac-Laurin da el desarrollo: 
(a q ж)” а" mar 4- Yam (m — 1) атл? о... 


т(т—1)....(т—п +1) 


+ a ES 


a 


serie cuyo radio de convergencia es а, pues la razón de un coefi- 
ciente al siguiente (en valor absoluto) es: 


a(n 4+1) a(n +1) 


үт 1 um 


cuyo límite, para n— co, es п. Faltaría ver que el término com- 
plementario tiendo a 0; pero es más sencillo otro método апе pue- 
do verse en las notas. Resulta, pues, un desarrollo de (а -+ z)", cu- 
ya ley de formación es la misma de la fórmula de Algebra cle- 
mental, pero que mo es polinomio, sino serie, pues los factores 
т — п no son пов si m no es un número natural. Este desarrollo 
general en serie es la fórmula de Newton. 

Al desarrollar la potencia de un binomio deberá enidarse de 
elegir el mayor de los sumandos como primero, pues el desarrollo 
ев divergente si |т| > a. 


112. — Aplicaciones numéricas. 


15 Para extraer la raíz cuadrada de un número comprendido entro dos 
cuadrados consecutivos a? y (а 1)3, si y es el resto, es decir: N = аз pr: 
como ев ғ. 2а < az desde а > 3, resulta la serie convergente: - 


у= уз фт 


Ф 


Sas 
Tomando la raíz entera más el resto dividido por el duplo de la raiz so 
tiene una aproximación cuyo error, por exceso, es menor que el término siguien- 
to (por ser alternada la scrie) o sea el cuadrado del resto, dividido por Ваз. 
2. En el cálculo de hipotenusas so aplica con frecuencia la fórmula de 
Newton 
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Aproximación suficiente casi siempre en el cálculo de oblicuas (anchura 
de tejados, corrección de lecturas en mira oblicua, cte.) es la siguiente: 

La hipotenusa dificre del cateto mayor en el cuadrado del cateto menor 
lo por cl duplo del mayor. 


divi 
Así, un tejado de enida 1 m en 5 т tiene la anchura 5,10 m, Si la caída 
es 0,50 en 4 т hay que sumar а esto ancho 14 0,25 = 0,03 m, Total: 4,03. 


39 Пе aquí algunas fórmulas aproximadas de uso frecuente: 


афф me 


siendo m cualquiera y 2 < 1 De ella resultan inmediatamente: 
14z 
~1+r—y 
1+y 


Ыл mr — лу 


— 1410-61 4 ооз — 0, 


Para estudiar la función definida por lu serie binómica, for: 


memos за derivada, y fácilmente ко comprueba la identida 
y 
y 


pero el primer miembro es la derivada de Jy, y el segundo es la derivada de 
laym; siendo iguales las derivadas, nmbas funciones Iy, L(u--x)m solo 
difieren on una constante; y como para x = 0 vale y = ат, la constanto es 0, 
siendo por tanto 

у= Қа darja ox d 


: g(a 


La serio coincide, pues, «o 
en valor absoluto, Para 
ción (aj x)m está de 


(а -- г)т, para todo valor de + inferior a а 
lores exteriores al intervalo de convergencia la fun- 
да, pero la seri 


carece do valor numérico, 


EJERCICIOS 


1.— Si la longitud de un segmento situado a altura h es f, su longitud Г 
veferidn al nivel del mar es Y = IF:(R 4+ i). Deducir una fórmula práctioa, 
y acotar el error. 


2. — Desarrollar en serie do poter 
cunferencia de cuerda 21 y flecha A. 


ias de АЛ la longitud del arco de ей 
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113. — Límites y derivadas. 

Casi todos los resultados de este capítulo son aplicables a va- 
riables complejas г == x 4- iy, aclarándose у simplificándose en esto 
campo más amplio muchos resultados, inexplicables en el campo real. 

Las definiciones de límite, de infinitésimo, ete., son válidas 
para variables complejas, entendiendo que el valor absoluto es el 
módulo; las reglas de cálculo de límites son igualmente aplicables; 
pero al legar a las derivadas surgen algunas novedades. 

En la definición de derivadas hemos insistido en que el límite 
del cociente Ay: Az debe ser único, tanto sî Ах es positivo como ne- 
gativo, es decir, lo mismo si el nuevo valor de æ tiende al valor зо 
por la derecha o por la izquierda, En el campo complejo, hay no dos, 
sino infinitos caminos para tender a un punto Ze, y es preciso que el 
cociente de incrementos Ае: Аг tenga el mismo límite рага Az=0, 
cualquiera que sea el argumento o dirección de Az; cuando tal su- 
cede, ese límite único н” se llama derivada de la función w en el 
punto zy- 

Sea, por ejemplo, la funció 
рага variables reales sirve aquí: 


m 10 me 2%; el mismo cálculo hecho 


— 22 == 22. Ae -- (42)? 
y como el cociente Aw: Az se compone del sumando fijo 2z y el su- 
mando infinitósimo Az, tiene como límite 22 para Az —> 0. 

Por tanto: la derivada de 2? es 2 

Análogamente: la derivada de 2" es п" (п natural). 


Drrivición. — Las funciones que para cada punto 2 de una 
cierta región tienen derivada ,se llaman analíticas. 


Son analíticas todas las funciones elementales y también las 
compuestas con ellas, pues las reglas de derivación de sumas, dife- 
rencias, productos, eocientes, funciones de función, cte, conservan 
su validez en el campo complejo, como se observa repasando sus de- 
mostraciones. 
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114. — Series numéricas de términos complejos. 
La serie de términos complejos: 
(a, +) + (as iba) +... + (an + be) + .... 

se dice convergente cuando la suma de los » primeros térmi- 
nos; Sa— A, 4-4В, tiene un límite А 4-48; es decir: cuando 
An ~> A, В, > В, o sea: cuando son convergentes las dos series com- 
ponentes; 

A 


‚ев. 


atat 
bibs 


++ 
++. 


EJEMPLO. — Es convergente la serie: 
(a H+) + (aa +з) +... + (ая FOB) +.... 
y su suma, si ја) <1, JB] <1 


El criterio de Dirichlet es aplicable: si la serie de valores abso- 
lulos converge, también converge la serie dada y su suma es menor, 


En efecto, si converge la serie de términos positivos: 


ri Fra Fry trto 


formada por los módulos ғ, == |а, ibn |; como ra es la hipote- 
nusa y los catetos son a, y Dn, se verifica: | an | < fa, | bn | < Fn; 
luego son convergentes las series de ]а, | y de | b, | que tienen sus 
términos menores que los de ósta; y por el teorema ya demostrado 
de Dirichlet, convergen absolutamente las series A у В. 

Como se puede alterar el orden en ellas sin cambiar sus sumas 
A y B, resulta: una serie absolutamente convergente de términos 
complejos tiene la propiedad conmutativa. 


115. — Series potenciales de variable compleja. 

La demostración dada en (97) para calcular el radio de con- 
vergencia subsiste íntegramente. Por tanto: si es Æ el límite del 
cociente de un coeficiente porel siguiente en valor absoluto, la se- 
rie converge absolutamente para toda valor |2| < R; y no eon- 
verge рага |2| > В. 

Resulta, pues, que el campo de convergencia es el interior del 
círculo de centro 0 y radio R. 
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Resulta, pues, que si en las series ya estudiadas de tipo RF — о 
(exponencial, seno y coseno circulares e hiperbólicos) damos а £ 
valores complejos z, la serie converge para todo 2 del plano. Que- 
dan así generalizadas estas funciones, mediante las series: 


y análogamente las hiperbólicas. ¿Qué quiere decir, por ejemplo, 
sen if Careco de sentido geométrico hablar de un arco imaginario; 
pero la serie tiene un valor numérico, que es, por definición, el seno 
propuesto. 

Pongamos, por ejemplo, г == îy; la serie exponencial ве деѕеот- 
pone en dos, que son: cos y la parte real, y sen y la imaginaria; 
luego resulta esta igualdad : 

el — соз y -+i sen y 
análogamente: 
Em соб y —i sen y 


Sumando y restando, salen las fórmulas de Euler: 
cos y = (69 + etr) 


sen y Ya (0 — 


0) si 


que expresan las funciones circulares reales mediante exponencia- 
les imaginarias. Resulta así, que la exponencial (o el logaritmo) es 
la única función simple, con la que se componen todas las elemen- 
tales, 

Como la regla de derivación término a término es legítima 
(omitimos la demostración), resulta que toda serie de potencias con 
coeficientes arbitrarios y radio R > 0, define una función analítica. 

Mediante series de potencias podemos, pues, definir innumera- 
bles nuevas funciones de variable 2; y así se tienen todas las fun- 
ciones posibles, en virtud del famoso teorema de Cauchy, uno de los 
más capitales descubrimientos matemáticos de todos los siglos: 
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Si una función ае == f(z) tiene derivada finita en un entorno 
del origen, admite infinitas derivadas y es desarrollable en serio de 
potencias por la fórmula de Mac-Laurin; siendo el desarrollo válido 
en el máximo círculo de centro O que no contieno puntos singulares. 

No es fácil caracterizar con generalidad Jos puntos singulares; 


para las funciones elementales basta este eriterio: son aquellos en 
que no toma valor finito y determinado, 


Dada, pues, una función, puede afirmarse inmediatamente 
cuál será el campo de validez de su desarrollo en serie, cuyo radio 
es la distancia desde O al punto singular más próximo. 


Esemrio. — Quo el desarrollo do 1:(1—г) tenga radio 1 so explica por 
hacerse infinita la función para pero ¿cómo so explica que «1 radio del 
desarrollo de 1:(1 + 22) tenga radio 1, а pesar de ser finita para 2 =1 y 
pura s=— 11 

La explierción, imposible en el campo real, es inmediata on el campo 
complejo. Basta ohservar que los puntos 2# i son singulares y el círculo de com- 
vergencia no puedo contencrlos; esas singularidades complejas repercuten en 
el eje real, limitando sobre él el intervalo de convergencia (1, + 1). 


Nota. — Compárese ln sencillez y generalidad do este teorema con las res- 
triccionos do los desarrollos en serie en el сатро renl; en éste, по es suficiente 
la existencia de derivadas de todos órdenes, ni aun siquiera basta la conver- 
goncia do ln serio do Mue-Laurin, pues puede dar una fonción distinta de 
la f(z); el único criterio seguro cs el examen del término complementario y 
(eto no siempre œ fácil y еп cada caso ехіде análisis especi 

Жа cambio, basta la existencia «de primera derivada en cl campo comple- 
jo, para asegurar la existencia de infinitas derivadas y la validez del des 


arrollo en serie. 
EJERCICIOS 

1. — Demostrar quo In exponencial compleja tiene también ln propiedad 
сз (erb, 

2. — Demostrar quo el logaritmo de wn número de módulo т y argumento a 
cs le =r а + kr). 

3. — Desarrollar en serio, por división, las funciones 

1 2—1 
2—32 42 ENE 


y determinar sus radios de convergenci 


(Basta determinar la menor de las raices del denominador, en valor abso- 
luto). Soluciones 
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116. — Representación geométrica de las funciones complejas. 

Cada valor г == x + iy, está representado por el punto del pla- 
no, cuyas coordenadas son (2, у) : para representar a la función 
de 2, que llamaremos w == u -+ iv, зе adopta otro plano, de ejes u, v 
(que a veces conviene tomar coincidentes con los z, y); cada fun- 
ción w= f(2) está representada por una correspondencia entre los 
puntos de los planos z y w. 

Para, hacer visible tal correspondencia suele dibujarse un re- 
ticulado de líneas; por ejemplo, a las rectas т = const., correspon- 
den curvas dadas paramótricamente así: 


м ис, y) v=v(o y) 


y análogamente para las rectas y = const. 
A las rectas u — с del plano w corresponden las curvas de ecua- 
ciones: (2, y) — c; y a las rectas Y == с, las curvas: D(z, y) = 0. 


2 = (e + 
= 


A las rectas z == о corresponden las curvas 
روص‎ 

o sea eliminando el parámetro y, las parábolas: 
=40r(0t—u) 
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Análogamente, a las rectas у =e, corresponden las curvas 
эло 


“sae, v 
о sea, eliminando el parámetro я, las parábolas 
2ں‎ = 4)2 +) 

El parámetro de estas parúbolas es p = x 200; y como la abscisa del 
vértico os procisamente =c, resulta que todas ellas tienen O como foco, es 
decir, son homofocales. 

En Analítica so demuestre quo deben cortarse perpendicularmento; esto 
mismo resultará en seguida de modo inmediato. - 

Veamos ahora las curvas homólogas de las rectas u =o, 0=0. 
o, resultan las hipérbolas 22 — ya = 


117. — Representación de la función lineal. 

Veamos el significado geométrico de las funciones más sencillas, 
cuando los dos planos z y w se toman 

Función w=z-+f. Representa una traslación, pues а cada 
punto г se Je aplica el vector В para obtener el w. 

Función w = az. Si а es real, el argumento de u es igual que 
el de z, y el módulo queda multiplicado por а, luego la transforma- 
ción es una homotecia de centro 0 y razón a. 


= 
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Sea 10 — az donde а es un complejo de módulo a y argumen- 
to q; el módulo de z hay que multiplicarlo por а, pero al argumen- 
to hay que sumarle ф; luego la transformación se compone de una 
homotecia de razón а y un giro de ángulo q. 

Función w = az + $. Como se compone de una homotecia, un 
giro y una traslación, transforma cada figura en otra semejante. 

Recíprocamente, como la semejanza entre dos figuras está de- 
terminada por dos pares (2,22) y (и, м.) de puntos homólogos, 
y con ellos se calenlan inmediatamente los coeficientes a, В resulta 
que la función lineal entera representa todas las semejanzas entro 
los planos z y w. 

Pasemos ahora a estudiar las funci 
do por la más sencilla: 


es fraccionarias, comenzan- 


Función w=1:z. Poniendo z= £+ iy re 


Ма para w: 


2 iy 
a+ iy ey ey ey 
de donde resulta: la cireu ia del plano w, cuya ecuación es: 
аби + o?) + bu cr dm 0 


se transforma en esta otra del plano 2: 


аба yo) + br су а 0 


Si la primera pasa por el origen, es d = 0 y la segunda se re- 
duce a recta; si la primera se reduce a recta, es а — 0 y la segunda 
pasa por cl origen. 
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Si convenimos en decir que al punto г — 0 corresponde el pun- 
to w= ©; y al punto z= © el punto w=0, y convenimos en 
incluir а las rectas entre las circunferencias, resulta: la función 
1:2 transforma las circunferencias en circunferencias. 

Siendo | w | —1:|2], Arg w= — Arg 2, resulta: 

La transformación efectuada por la función w=1/2 se com- 
pone de la inversión respecto del origen, y de la simetría respecto 
del eje real. 

aa +6 
vtd 

Podemos suponer y = 1, dividiendo previamente por él, y des- 
pués de sacar el cociente entero a, queda la fracción: 

B— að A 

245 РЕ 
llamando А al numerador. Do la variable 2 se pasa а la w mediante 
las operaciones siguientes: 


Función w == 


Se suma d; se toma el recíproco; se multiplica por A; so suma a. 


Como todas ellas transforman las eirennferencias en cireunfo- 
rencias, esta misma propiedad tiene la función lineal; entendiendo 
que al punto 2=--5 corresponde = e; y al punto гє» 
ol w= a. 


Nora: La función lineal entera, esto es, la del tipo w=uz- f, conserva 
los ángulos do las curvas homólogas, puesto que In transformación ек una 
semejanza, 

En Geometria elemental se demuestra que también conserva los ángulos la 
inversión o transformación por radios reciprocos, pero cambinndo su sentido; 
luego la función 1/2, que significa una conserva los 
Gngulos en valor absoluto у si igual propiedad tiene, por consiguiente, Ja 
funció d por las funciones anteriores, 

No dedicamos, sin embar, a importante propiedad, 
porque en los próx secuencia. inmediata del 
hecho esencial de ser fi de apoyarnos en las ei- 
tadas propiedades lineal 


Earmrio: Para transformar on el e 
los con 


тез de putos correspondientes, root 

racer los coeficientes а, Be y. б, 

ones de tres de ellos al cuarto: 
Este problema no tiene tanto interés como el siguiente: transformar ri 
semiplano en circulo de modo que se correspondan dos puntod interiores у dos 
puntos de contorno. Scan los о 0 los: puntos interiores homó. 
logos, y los puntos de contorno lo 1. Al eje £, recta que pasa por 0 
y es perpendicular al contorno del seiiplano, debo corresponder im erta o 
Sireunferencia que pasa por O y sen perpen “al contorno sel circulo, es 
decir, debo ser precisamente el eje real w; al punto del infinito del plano = 


126 
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dobe corresponder, por tanto, el punto ао = -— 1, Tenemos, pues, con el convenio 
del punto se (117), tres pares 


La primera condició 
diendo tomarse q 
la función que tru 


118. — Funciones de segundo grado, 

La función мш == 2* eleva al cuadrado el módulo y duplica el 
argumento; por tanto, un ángulo cualquiera de vértice O en el pla- 
no г se transforma еп un ángulo doble en el plano w; un euadrante 
se transforma en semiplano. 

Esta función, aplicada convenientemente en combinación com 
la lineal, permite convertir en semiplanos los recintos compuestos 
de dos arcos de cirennferencia perpendiculares. 

Sea el semicírculo de la figura. Comenzaremos por trasformar un vértice 
en el origen y el otro en el punto co; para ello basta poner: 

1+2 


аа. A 


Al segmento — 1, +1 correspondo el O, | со; а la circunferencia, que 
pasa por А y B, corresponde la que pasa por 0 е co, es decir, una recta; у 
como forma соп AB un ángulo + 90°, Je corresponde el semiejo + y. 

Para transformar el ángulo en semiplano, basta elevar al cuadrado. 
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119. — Funciones analíticas y representación conforme. 
Sea шо = f(2.) y sea la derivada 10% == // (20) += 0. es decir, 
con argumento bien definido Ф. Por definición: 


w, == lím. (Aw: Az) para Az —> 0 


Si un punto tiende hacia otro distinto de 0, su argumento tien- 
de al de ese otro punto, luego: 


arg Aw — arg Az > 


si el punto 2 zo siguiendo una curva de argumento а, es decir, 
si arg Ae э a, result: 


arg Aw +a + Фф 


es decir, el punto homólogo describe una curva cuya tangente en we 
tiene el argumento а + q. El haz de tangentes en wọ a las curvas 
homólogas de las trazadas por zə es igual a él, pero ha girado un 
ángulo q, argumento de la derivada. Por tanto, el ángulo que for- 
man dos curvas por г, es igual en magnitud y en signo al que forman 
sus transformadas; la correspondencia entre ambos planos se llama 
conforme. 


y б 


Eyrurzo, — En la correspondencia 10 = #2 son rectos los ángulos que for- 
man en cada plano Jas curvas homólogas de las rectas paralelas a los ejos en 
el otro plano. 

Consideremos el punto s= 1 + s; su homólogo es w= 2i; la derivada valo 
en 61 2(1 +i), cuyo argumento es ж: 4; luego el haz до tangentes a las cur 


vas homólogas de las trazadas por aquel punto se deduce de él girando 45° 
en sentido positivo. 


DerisicióN. — Las funciones que admiten derivada 
cada punto de un cierto recinto, se Патап analíticas. 


nita en 
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120. — Teorema fundamental de la representación conforme. 

Hemos visto cómo, mediante funciones sencillas, se logra transformar en 
círculo recintos de formas muy variadas, siendo la representación conforme, 
por sor analíticas tales funciones, Se comprende que utilizando series de po: 
toncias se logrará la transformación sobre el círculo de recintos mucho más com- 
plicados. 

EL concepto do recinto es muy amplio. Es recinto el conjunto de puntos in- 
toriores а una elipse, а un polígono, a una curva cerrada sin puntos dobles, ete. 
pero so puede dar esta definición mucho más general, que no presupone el di 
fícil concepto de curva: Recinto es un conjunto de puntos tales que cada uno 
tiene un entorno pertencciente al mismo. Tales puntos se llaman interiores y 
so Патап puntos de contorno los puntos tales que en todo entorno suyo hay 
puntos del recinto y puntos que no pertenecen n él. 

Los puntos de contorno pueden formar conjuntos muy complicados; se dico 
que hay mûs de un contorno, cuando los puntos de contorno forman dos o mûs 
conjuntos, tales que la distancia entre dos puntos cualesquiera, uno de cada 
uno, es superior а un número positivo. Por ejemplo, un anillo circular tiene 
dos contornos у ві de eso anillo se suprimen dos puntos interiores resulta un 
rocinto de cuntró contornos, pues cada uno de estos puntos forma un contorno, 

En cambio, ві en un efreulo so efectúa un corte а lo largo de un radio, el 
circulo asi cortado es un recinto de un solo contorno. 
bién tiene un solo contorno el recinto formado cortan 


о el cuadrado 


Los recintos de un solo contorno se llaman simplemente conezos; también 
los llamaremos dominios, representándolos por la letra D. 

El famoso teorema de RIEMANN, fundamento de la teoría de la representa: 
ción conforme, expresa: 

Si D cs un recinto simplemente conero al cual es ámterior el origen del 
plano w y С el circulo de radio 1 cuyo centro es cl origen del plano 2, existe 
una función y solo wna, definida por una serie 
ш 2 + at ad. 
convergente en el roulo С, que lo transforma en el recinto D, haciendo co- 
responder los orígenes de ambos planos y siendo la correspondencia biemivoca 
y conformo en todos los puntos interiores. 

Obsérvese el amplísimo aleanee de este teorema, ито de los más importan- 
tes dol Análisis. Por complicado que sea el recinto, existe una sucesión de nú- 
meros @,, dı, û, ..... (el primero de los cuales puede elegirse real positivo) 
tales “que la serio converge en todo cl círenlo y lo transforma en el interior 
del recinto. Como hay problemas capitales en Mecánica de #10140, en Electro- 
técnica, ete., cuya solución sobre el círculo es sencilla, la transformación con- 
forme де un recinto cualquiera en circulo permite resolver el problema рага 
todo recinto simplemente conexo; aquí radica la importancia de la representa- 
ción conforme para la Física. 


.(a, real positivo) 
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121. — Representación conforme de recintos simétricos. 
Recintos con simetría axial, — Sì todos los cooficientes a, son reales, a 
valores conjugados do т corresponden valores conjugados de w, es decir pun- 


Recíproeamente: dado un recinto 1) simétrico respecto del ej 
sorie [1] que la representa sobre el círculo sustituimos cada coeficiente an por 
su conjugado a'n, resulta la nuova seri 


[2] u, = ays + Fc... Se) 


que huro corresponder al punto 
de números eonjugndon son eonj 
son tambión, 

Como el sirenlo y el recinto son simítricos, resulta pues que la serio [2] 
transforma С en D, y como por el teorema de Riemann no puede haber más 
que uma sóla serie que transforme Мо en el recinto, deben мег iguales los 
cocficientes de ambas, es decir: 


=u — iv, pues las potencias 
dan y las series do términos conjugados lo 


Una ө sea: an roal 


La representación conformo sobro el círeulo de recintos con un ojo de si 
metra, se simplifie plo acis а esta propiedad, puea la determi: 
nación de los coeficientes reales es mucho más sencilla quo la do los complejos, 
cada uno de lor ennles encierra dos valores reales. 

Simetria central. — So diee que uma figura tiene simetría central de orden 
n cuando al girar en torna del centro un ángulo igual а la nsima parte de una 
vuelta, la figura evin 

1 trin central 
mental bajo el nombre 
de media vuelta equivale a 

Si la sorie [1] tieno nulos lox vor 
del tipo 
13] аз фаз 


al cambiar т por —s resulta —w, єз decir: a puntos simétricos respecto del 
origen en el plano z corresponden puntos simétricos en el pkmo w; luego el 
recinto D es simétrico respecto del origen. 

Reciprocamente, dado un recinto D simétrico respeeto del origen, si la serio 
que lo transforma sobre el círeulo єз [1] y formamos la nueva serio 


ica estudiada en Geometria ¢ 
în el campo complejo la rotación 
de la variable por — 1, 


do orden pur, es decir, si es 


аз 
al valor — = corresponde cl — w, opuesto al dado por [1] y como el círculo у el 
recinto son simétricos respecto (е sus orígenes, esta serie transforma wo en 
otro; pero el teorema de Riema»n exige la identidad de ambas series, siendo 
por tanto 
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La representación conforme sobre el círevlo de rerintos con centro de si- 
шеша do orden 2 se reduce, pues, а la determinación de los coeficientes 
а, а» as ...--, que en general serán complejos; pero si además hay simetria 
axial, como acontece en el rectángulo, rombo, elipse, i 
során reales. 

Finalmente, el mismo razonamiento anterior conduce a este resultado: la 
serio correspondiente a un recinto que tiene el origen como centro de simetría 
maria, es del tipo: 

Га] а = ас + анат" as CL 4... 


cuyos coeficientes serán reales si además existe simetría respecto del eje з, 
En la práctica suele adoptarse como variable independiente la del plano 

del recinto P y entonces la serie que resulta despejando ғ de [1] por el método 

de coeficientes indeterminados; y permutando las letras s y w, será del tipo: 


1/41) 


dubsistiendo todas las conclusiones relativas a los casos de simetría, con la sola 
complicación de que su сїтешо de convergencia puedo no contener todo ol re- 
cinto D. Así, por ej. si se desarrolla en serie la función 


15) Ad ба 


que transforma el semiplano ж < 1 en el círculo de radio 1 como hemos visto 
п (117), su radio de convergencia es %, no cubriendo su círculo de conv 
gencia más quo una parte del semiplano. 

Esta dificultad, que ве vence en la teoría genoral de funciones medianto 
el proceso que se llama de prolongación analítica, no dificulta en nada el cúleu- 
lo aproximado de la función ш = /(г), sustituyendo la serie por polinomios, 
los cuales tienen valor determinado para todo valor de la varinblo 2. 

Consideremos, por ej. el euadrado de apotema 1; por tener contro do si- 
metría do orden 4, el desarrollo será del tipo 


y Por la simetría axial, todos estos coofi 
Como primer coeficiente so puede tomar с, = 1, simplificación Yue modifi- 
cará el radio del círculo obtenido, el cual será 1/0, en vez de 1. 


EJERCICIOS 


1. — Transformar el semiplano z > 0 en el círculo | w |51, mediante una 
fanción lineal. 
2. — Transformar en ейгешо un ángulo de 60°. 


CAPITULO V 


INTEGRALES SIMPLES Y SUS APLICACIONES 
GEOMETRICAS 


METODOS GENERALES DE INTEGRACION 


122. — Definición y teorema fundamental. 

Recordemos conceptos ya dados en (67) y utilizados en Lece. 26 
е dice que F(x) es función primitiva de f(x) si es 
Е#'(х) — f(x); de otro modo: si es dF(x) =— f(x)dx. La función 
primitiva suele llamarse también integral indefinida, por la razón 
que veremos después, а así: 


represi 
F(z) = f f(x)dx 


Еме signo f representa, pues, la operación inversa de la di- 
ferenciación. Por consiguiente, los signos fd, o bien d $, antepues- 
tos a cualquier función, se reducen y pueden suprimirse, 
. Hemos demostrado (67) que si dos funciones tienen la misma 

derivada, su diferencia es constante. 

Resulta de aquí que obtenida una función primitiva de 10, 
todas las demás во obtienen sumando una constante arbitrar 

En lo sucesivo daremos siempre una sola función primitiva; las 
deniás podrán deducirse sumando constantes. 


123. —Funciones primitivas inmediatas. 

Para encontrar la función primitiva de una dada es necesa- 
rio recordar las derivadas de las funciones elementales, tanto de la 
variable independiente como de otra función cualquiera de z. 

He aquí una tabla con algunas de dichas funciones y sus deri- 
vadas: 
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Funciones 


O 
УТ) 
ano 
(=) 


sen f(2) 
eos f(z) 


tg /(z) 


cotg f(x) 


аге sen f(x) 


аге соз f (2) 


are tg f(z) 


GENERALES DE INTEGRACION 


Derivadas 
(ж). (в), 
ra 
2 
ala. 


Fu) 

ПЕЛ 
f(z) cos f(z). 
— f(z) sen f(z). 


Гед: 
eos? /(2) 


ra) _ 
14/0 


Езкмргов. — 1.* Calcular la función primitiva do la función 


Esta o del tipo 2°, es deci 
mumerador la derivada de la 
утта 


z 
MEZZ 

ir, una fracción, el denominador un radical y el 

cantidad sub-radical, La función primitiva сө: 


85 Encontrar la función primitiva de Заз: (2% 4-1). 


Bi fuora 


das ге) 


жа 7 ағла 


la función primitiva sería: 
que la función pri 


Puesto que si derivamos esta 


itiva do la dada es: % arctg( 
3.* Análogamento, la función primitiva de z: 


are tg (z4); basta multiplicar por % у se tiene 


TR es: %4 are sen (23), 
última resulta la primers. 
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124. —Método de integración por sustitución. 

Para calcular la función primitiva f f(z)dz conviene соп fre- 
euencia, introducir una variable auxiliar t, ligada con la = por una 
expresión z= a(t) elegida de tal modo que sea fácil calcular la 
nueva expresión 


Sfla(t)] (dt — ®(1) п) 


Esta función puede expresarse mediante x sustituyendo t por 
su valor, y es la función primitiva buscada. En efecto, por defini- 
ción de integral indefinida, es 


аф) — f [a(t)] w (t)dt 


y recordando que a'(1)dl = dz, resulta f(z)dz. Vemos así la ven- 
хаја de la notación adoptada para la integral que nos indica cómo 
debe hacerse la sustitución. 

Cual sea la transformación más conveniente de la variable de 
integración, resulta del examen do la curva dada. Así, por ejemplo, 
para calcular fy/1—zidz observamos que la curva y = y 1—2* 
о sea z? -} y? — 1 es una circunferencia y sus coordenadas se expre- 
san muy sencillamente en coordenadas polares т — cos t, y = sen Ё; 
siendo # el argumento. Elegida esta nueva variable auxiliar, la di- 
ferencial у.г «= Y1— т*.@ se convierte en 


— sen t.sen Ё. ФЕ == — Ya(1— cos 26) dt 


cuya función primitiva es — Yat — 14 sen 2t. 


125. — Integración por partes. 
Recordemos la regla de diferenciación de un producto de fun- 
ciones: 
(uv) —u.do+-v.du udv = d(uv) —v.du 


Si la expresión bajo el signo 
vemos que es igual a la diferenci 
nos otra expresión v.du; por tant 


ntegral se pone еп la forma u.dv, 
1 de la función conocida uv, me 
la fórmula 


Judo ао бъди (21 


llamada de la integración por partes, reduce el cálculo de una inte- 
gral al de otra que, si es más sencilla que la primera, puede condu- 
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cir a la solución. Podemos enunciar así esta regla de integración 
por partes: 

La integral del producto de una función por la diferencial de 
otra es el producto de ambas menos la integral de la ya integrada 
por la diferencial de la otra. 

De otro modo: para integrar un producto se sustituye ит fac- 
tor por su integral y se resta la integral del producto de la función 
así obtenida por la diferencial del otro factor. 

La expresión diferencial que aparece bajo el signo integral es 
siempre de la forma u.dv siendo ө — z y la fórmula [2] será con- 
veniente cuando х./'(т) sea más sencilla. Tal sucede en aquellas 
funciones trascendentes que tienen derivada algebraica, como son: 
log x, аге, tg т, аге, sen £. 


Езвммоа: 
Sie de = gola — f ee dr=zlr— 

f are son zde = х.ате sen х — f z dz: VIT = х.ате sen z + VIET 
Sarctgs.de=2.0r0tg2—S2dz:(1 4-72) = xare tg к — 4(1 +29) 


Integración de las funciones 2ч. е". 

Como aplicación del método de integración por partes vamos a 
estudiar estas funciones. Antes de aplicarlo hay que observar cuál 
de las dos partes conviene integrar primero, puesto que puedo es- 
cribirso de dos modos: 

Samer dim 2". d(0) 
o bien(salvo el factor m-+-1) así: 
Sodio", 

y emprendiendo el primer camino aparecerá en la nueva integral 
am- y en cambio aparecerá z™ si se emprende el segundo. Por 
tanto: si т > 1 conviene la primera transformación, mientras que 
es mejor la segunda si т es negativo. 

Sea m entero positivo; entonces se va rebajando de unidad en 
unidad hasta desaparecer la potencia de z. 


EJEMPLOS: 
faer.di=5m.d0r=xter—2 ferz de 
Jzor да = [ж.а ө = 2.09 — for de= кел — er. 


y sustituyendo en la igualdad anterior queda resuelto el problema. 
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Si m es negativo, aplicaremos el segundo procedimiento para 
rebajar su valor absoluto, pero al llegar a f ze” dz no se puede 
proseguir, pues el factor аг* tiene el logaritmo como función primi- 
tiva, y la expresión se complica. 


EJEMPLO: 
fare d=—%W for dit = — 1h02 2-2 + Ya fan, 
/ а-®.е”.йл = — f o2 .da-1 == — en + f ees. de 


Nora. — Esta integral /еғ 271.02 да origen а una función no expresa- 
blo mediante las funciones elementales, la cual se llama logaritmo integral. 


NOTAS. 


El método de sustitución so apoya en la correspondencia entre æ y ¢ por 
la exprosión 2 = g(t) y solamente en el caso en que exista esta correspon: 
dencia puedo aplicarse cl mótodo; de lo contrario pueden resultar absurdos. 


EJEMPLO. — Бев Sdx/1—z. Pongamos t=1(1—2) 
transforma азі: f—dt=—t=—1(1—2) 


y la integral so 


а. 
а= 02 
1—2 


poro по debo olvidarso quo mientras la integral propuesta tieno valor cunlquio- 
та quo sea æ (excepto = = 1) el resultado carece do sentido para = > 1, pues 
el logaritmo do 1 — 2 sería imaginario. 

Al llegar а las integrales dofinidas deberá cuidarso mucho del intervalo 
de validez de la transformación. 


EJERCICIOS 


— Integrar por partes f VI zar. 
(Sumando y restando 1 en la nueva integral quo resulta, aparece de 
nuevo la integral propuesta, que se despeja fácilmente). 


2. —Caleular fc0.cosba.de , feaz.senbxz.dz. 
(Integrando por partes cada una, resultan dos ceuaciones lineales 
de lus que se despejun ambas). 


3,—Sustitulr * = 0 en la integral y se verû justificada tal denominación. 
4. — Calcular por partes la integral de (14-22 
(Escríbaso el numerador 1= (1-4 22) —22, descomponiendo en dos frac- 
ciones; la primera so integra inmediatamente, y la segunda por partes, descom- 
poniéndola así: # . (1 
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126. — Descomposición en fracciones simples. 

Si el numerador no es de grado menor que el denominador 
© (х), comenzaremos sacando el cociente entero, por división, La 
primitiva de ese polinomio es otro polinomio y basta integrar la frac- 
ción complementaria P(z)/Q(2). 

Suponiendo que se conozean las raíces del denominador (eues- 
tión árdua en general), es decir, que se logre descomponer Q(z) 
en factores de 1.° y 2.° grado, es ya fácil descomponerla en fraccio- 
nes simples; se llaman así las fracciones cuyos denominadores son 
osos factores de 1° y 2. grado, y los numeradores son de grado 
menor, es decir, constantes, o lineales, 


PRIMER caso. — Las raíces del denominador son reales у sim- 
ples. La fracción se descompone en suma de fracciones de numera- 
dores constantes, y denominadores z — #,, 2— Xy ...., que pueden 
sor integradas inmediatamente, resultando logaritmos, 


Кзюмтмо 1. — El más sencillo es la fracción siguiente, cuya descomposi- 
ción salta a la vista: 
1 ka 
1 +1 


y por tanto la primitiva es %4 l(2—1)—% H(z 4-2), que también puede es 
eribirse así: %4 t [(2—1):(2 + 1)1. 
Es. 2. — Antlogamento, si ol denominador ез #2 — a2 el cooficiente es 1/20. 
Ез, 3. — Al tipo anterior se reduce cualquier fracción cuyo denominador 


do 2 grado tenga raíces reales simples; pues aplicando el método Sndico de 
la formación del cuadrado, so transforma en el anterior tipo. Así. por ejemplo: 


e 


(2—2)2—5 , luego a= V 5. 


Suponiendo numerador de Ls" grado (si ésto es superior se divide previa: 
mento), transformaremos ln fracción, como en este ejemplo: 


эл-+-5 302—2) +1 3—2) п 


д; 
аа 401 (2—2): —5 (2—3):—5 (2—3)2—5 


Con el artificio de haber puesto = — 2 en vez de т, se ha logrado que el 
numerador de la 1.* fracción ses la derivada del denominador y la integral 
vale por tanto ł[z? — 4z — 1]. 
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La integral de la 2.* fracción, como se ha visto са el ejemplo ®* (саш- 
biando z por 2—2), es: 


2—2 У 5) —Uz—24 у 5)11: 2 V 5. 


Cálculo general de coeficientes. — Si las raíces del denominador son 
Zu <<, Zu la vórmula de Lagrange (91) da la descomposición en fracciones 
simples div 

а, 


2—2). Para ¥» 2, resulta q(x, 
97024)» fórmula útil que puedo aplicar el lector a los ejemplos anteriores, 
Quo la descomposición es única fué ya demostrado en (91). 
Ива: El numerador de а — а es el cociente de P(a) por а(а) = @'(а). 
Ез. 4. — Para encontrar la función primitiva de: 


маз +1 PERSI 4 в с 
= =. = + + 
mpd (EI+) a1 2410 «4+8 
basta aplicar la fórmula Р(а)/а(а); o bien identificando resultan ecunciones: 
А+В+С=М% , 34+B , 2A2B=C=1 
de donde: A=% , B=—% , C=l; luego la primitiva es: 
A) 


Sraunpo caso. — Hay raices imaginarias simples. El caso más 
sencillo, en que Q(z) es de 2: grado con raices а + bi, es el de una 
fracción del tipo: 

М-М M(z—a) у + Ma 
ОНЕР. т. 
(5 — a)? 4-b? (= а) + ad 
poniendo х —а еп vez de z, a fin de que el numerador sca, salvo 


factor constante, derivada del donominador; resulta así como expre- 
sión de la integral, Патапдо М” — (N + Ma) /0; 


% M.t [(z— a)? + ог] + AF are tg Ê 


та 


Cualquiera que sen el número de raíces reales e imaginari 
dos conjugadas dan coeficientes A'o A,” conjugados y la sum: 
ciones es real. Queda así descompuesta P(2)/Q(7) en fracciones reales de los 
tipos: 


simples, cada 


их +к, 


Esta descomposición, que es única, como ya se ha visto, ве puede obtener 
mejor identificando los dos polinomios que resultan de multiplicar ambos miom- 
bros por Q(z), y resolviendo las т ecuaciones lineales así formadas. 


Esuru. — Aplíquensc ambos métodos а frac 
(к 41). 


mes de denominador 
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Tercer caso. — Raíces múltiplos. Si en el denominador hay 
un facto (2 — а)” esta raíz h-ple a origina h fracciones simples: 
P(x) A, A, Aaa р(х) 
نج‎ пы host 
(= — a)"q (2) («—о)* (ea) 


+ 
za аа) 

Multiplicando por (= — а)* y llamando F(z) — Р(х)/а(х) 
la descomposición : 

Р(х) А + A, (24) +... + (2—a)* p(2)/a(2) 
determina, según (74) y (75) los coeficientes Ay == F(a), А, = F(a). 
А, o F"(@), .... 

El método de coeficientes indeterminados, ya visto, es también útil; sobro 
todo cuando hay raíces imaginarias, es más breve que la agrupación de frac 


siones conjugadas obtenidas por el método anterior. Si las raíces son rentos, 
es muy preferible el método de las derivadas, 


EsemeLo 1. — Descompongamos: 
== а в с 


1 
| 
+ 


+ 
(21) ma c= f—1s 
ө identificados los numeradores en ambos miembros resulta 
A=1 , —244B=0 , A7B4+0=0 
de donde 4 =1, B=2, C luego la función primitiva es 
11) A) (A) 
Más brovo es el método de las derivadas, pues en esto caso ев: F(z) = а, 
кї) =1, F'(1)=2, F-(1)=2. 


Ex. 25 — Separemos ante todo la parte entera 1 do la fracción 
22—29 +1 бєз — 102 +1 
=1+ 
же — 8x3 + 165 z(2— 2): (2 4 272 


La descomposición en fracciones simples, será por tanto: 


4 в с D E 
+ 


+ 
= od ca ta ° AHS 


Culcálenso los cinco” coeficientes por ambos métodos. 

Nora. — Los antiguos tratados dedienban gran extensión a este problems, 
un tanto ficticio, puesto que se basa en otro, prácticamente irresoluble en go- 
neral. Aunque muy abreviado ya, todavía rovela este capítulo la inerte fuerza 
de la tradición. 

Por si acaso se presentan alguna vez raíces imaginarias dobles, basta util 
zar esto recurso; 
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1 


1 (apro (mm 


тэ 


баз Ҷуз 


qun ка descompone en dos fracciones; la o primitiva are tg2/b, 


s la derivada de — 
з + 
o de la derivada de 2/(12 + b3)? aplíqueso el mé- 


salvo el coeficiente, y la 2, 


Езкнетсїө. — Partio 
todo al caso de raices 
Si las raices tienen parte real a, basta escribir z—a en vez de а. 


iples; ete. 


127. — Método directo de integración. 

Aunque sobra con lo expuesto, veamos cómo se procedería por 
ol método más rápido, en el caso más general posible, Descompues- 
to en factores el denominador, éstos son de dos tipos: 


(х—а)" , (r раа)", SN 111 


Para cada factor eseribiremos una fracción simple del tipo: 
A 


a a + pq 


respectivamente, como antes se hizo. Si todas las raíces son sim- 
ples, es deci: ón dada, una vez separada su 
parte entera, es sum ciones de este tipo, como hemos visto, 
y la integración se mediante logaritmos y arcos tangentes, 

hay raíce: ия a estas fracciones simples 
la derivada de u “ción complementaria, епуо denomi 
dor es el produeto de los factores [1] соп exponentes disminuidos 
en 1, es decir: (s — u (4 pe 4 aq), y como numerador 
pondremos un polinomio de grado inferior en 1 а dicho denominador. 


les 


dada єз аааз 4 1)2, ol do 


os la descomposición 


т de la frac 
эта 41) y escrih 


Bra d ar brs fert a 


ит e2 4 1) 


Esta derivad el cociente como producto de tres 


сотен y vale: 


(лел q Sb р ee Еу 1 


er- dr а) —‏ ب دع q‏ درد س 


— Sart y br? + er- 
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Multiplicando ambos miembros рог z2(x% + 1), el segundo ве convierte en: 
Ama 1)2 4 (Ве + Суга(аз + 1) + 
+ (Зал + 2bz + сул(аз + 1) — (aza 4 brt + cx + d) (4a2 +2) 


cuyos siete coeficientes se identifican con los del primer miembro, y el sisteñia 
de siete ecuaciones lineales determina las siete incógnitas: 4, B, C, a, b €, d 


А850 7 C—a=0 , 244 B2 


с+}а—3е=0 , Amad , 


comenzando por las últimas, resulta sucesivamente: 


d=—1,0=0,4=-1/,, B 


y 1а integral busenda es, por consiguiente: 


71 
ша F-1) 


42 (аз 4-1) 


Nora. Que el número de coeficientes indeterminados os precisamente 
igual al número de ecuaciones, resulta observando que cn 1а fracción comple 
montaria huy tantos como ol grado do su denominador; y а cada factor do 
los que juntos con ésto forman cl denominador de la fracción dada, corres 
Ponde un cooficiente indeterminado, si cs do primer grado, y dos si es de se- 
gundo grado; luego el número total de coeficientes indeterminados os igual al 
grado del denominador, es decir, igual nl número de ecuaciones. 


Ahorn bien: siempre serán éstas compatibles? Basta ver que el deter- 
minanto do cooficientes no es nolo, En efecto, ві fuera nulo, el sistema homo- 
gónco tendría solución no mula, es decir, tendríamos una descomposición do 
la nueva fracción cuyo numerador tiene coeficientes nulos, en suma de frac- 
ciones по mulas; pero al integrar tendríamos: suma de logaritmos y arcos tan- 
gentes, más una fracción complementaria, igual а una constante. Como la frac- 
ción es función uniformo y aquéllas no, deberían ser nulos los coeficientes de 
los logaritmos у arctg, resultando la fracción igual a una constante, сова im- 
posible por tener el numerador menor grado que el denominador. 

La idea de esto método de integración es de Hermite; pero mu demostra- 
ción es mucho más complicada que la nuestra y scria inadecuada en este curso. 


EJERCICIOS 


Calcular la función primitiva de la fracción: 


а5 {шз — re 2 


жаз + 1)2 
Los cooficientos que deben resultar son: 
A=1 , B=0 , 0=—1 , а 


Lección 31 


INTEGRACION DE FUNCIONES IRRACIONALES 
Y TRIGONOMETRICAS 


128. — Integración de irracionales cuadráticos. 
Ho aquí otro tipo de funciones que se integran clementalmente, 
а saber, aquellas de forma entera o fraceionaria en que figura una 
raíz cuadrada de una expresión de primero o segundo grado en л. 
Si el radical que figura es Vaz Fb, hacemos el cambio de 
variable: Vaz +- b = t, de donde se despeja =, y la expresión se 
transforma en racional, Lo mismo vale para raíces de índico m. 


Nora. — Si bajo el signo integral figura una o varias veces una fracción 
афо 

— elevada а 1/,, busta igualar cun fracción a fm. 
еа 


Si el radical es уат? -j- bz Fe 


inguiremos estos casos: 


19 а> o, Sacado fuera del radical el primer coefi 
reducido a 1 y haremos el cámbio de variable: үх br 
do donde: 


te queda 
10—244, 


atp br-e — r a tt 111 


y se puede despejar raei 
cional en £. 

2,5 а < о. Sacado el valor absoluto del coeficiente fuera del ra- 
dical, queda éste reducido a: ү zF bz Fe. 

Para que la integral tenga sentido el trinomio ha de ser posi- 
tivo en el intervalo do integración, y como es negativo para valores 
muy grandes de z, por ser —z* el término de mayor grado, resulta 
que ol trinomio cambia de signo y por tanto tiene raíces reales 
a y В. Es decir 

а + bz to —— (£ —a) (х — В) 


¡Imente т y de haciéndose la integral ra- 


haremos, pues, el cambio de variable: 


y= a(z P) = {2 —a)t 


do donde: 
—14B=(2—aje 


y ya se puede despejar racionalmente z. 
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En resumen: La idea fundamental del método consiste en po- 
ner el radical igual a una expresión tal, que al elevar al cuadrado 
quedo la æ en el primer grado y, por tanto, se pueda despejar sin 
radicales. 


Nora. — Cuando es e > o, puedo seguirse esto otro artifi 
= VT zt de donde: 


Bort а 
oss Voh rta 

de donde so despeja r, y sustituyendo = y dz en la expresión, ha desaparecido 

el radical. 


EJEMPLO. — Calcular: 


Ше 
Pondremos: 


УП шан, =н 


z 


y sustituyendo t= VT% х2 — = sale, puesto que 
а= VIF ze} ¥; 
J VIF ааз = [sv F2—1(V142—2]] 


Мота, — En el ejemplo anterior será más conveniento poner 


z= Sh; ёх = Cht.dt; V1 4 Cnt 


y la expresión se transforma asi: 
SVIF аг = f ON? tdt = f (14 Ch SEAL = ми + Sh 24 
Este método es válido para las expresiones donde figuro 
УТЕ о bien Ут 
129. — Integración de funciones trigonométricas. 


Toda función racional de sen т, y cos т se reduce a racional in- 
troduciendo la variable 


, poniendo en esto caso z= Ch t 


l=iglr 27. 2=2arctgt. 


En efecto: 
2 sen бл eos az 2tg 1 2 
sent = = а 
соз? laz | sen zr  14tg yer 1+” 
соз? л — sen? 4: ë 1— tg г 1—° 
созш = > - 


соз? Yez + sen 4z: 7 14187162 14 


Lección 32 
INTEGRALES DEFINIDAS 


130. —El problema del área y el concepto de integral. 

Tratemos de definir el área encerrada por la curva f(z), ol 
eje de abscisas y las dos ordenadas en los puntos а y b. Dividiendo 
el intervalo (a,b) por puntos intermedios en intervalos 


¡CAEN 


н.) (Ear La). -o > (Fa Ea) 


' ШП 


UA AA Ж 
y levantando las ordenadas de dichos puntos, tenemos dividida la 
superficie en fajas que podrán tener o no la misma anchura. 

Si trazamos horizontales por los puntos de altura máxima y 
mínima de la curva en cada faja, habremos formado una serie do 
rectángulos. Llamaremos Si a la suma de los rectángulos cuya orde- 
nada es máxima: 


Sy mm (21 — To) М, F (ta — 21) М,+-.... H (zn — ta) Ma. 
y sı a la suma do los rectángulos de ordenada mínima: 


) m, + (ra 


s= (a 


ж) ma + i 


1) ть. 


El área del recinto será menor que 5, y mayor que Si Si au 
montamos el número de intervalos y por consiguiente el de fajas, 
en cada una disminuye la ordenada M y aumenta la m, o a lo sumo 
permanecen iguales, luego las з, deerceen, Para probar la conver- 
gencia de estas sucesiones monótonas (Lece. 3), basta ver que las 
diferencias Se—ss llegan a ser arbitrariamente pequeñas. 
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Tal sucede si f(x) es monótona, р. ej. creciente (fig. 2); pues 
si el mayor de los intervalos es h, transportando en columna los ree- 
tángulos que componen Sg sı, es: 


S —s Sh [f(0) — f(e)]. 


Si aumentamos indefinidamente el número de fajas, de modo que 
h>0, y siendo f(b) — f(a) constante, la diferencia Si — se Mega a 
ser tan pequeña como se quiera; lo mismo sucede para la curva to- 
tal, si se descompone en un número finito de areos crecientes o de- 
erecientes, luego: 


lím. 5, == lím. з, = $. 


Este valor límite es el que se toma como medida del área del 
recinto. 
Si consideramos ahora la suma 


Ef (E) Ad «= (2, — л,)/(®,) + .... F (En — х„.,) F(En) 


formada multiplicundo cada intervalo por mna ordenada cualquiera 
del mismo, será: 

8 E у(х) = $, 
luego también tiene Y el mismo límite. 


Este límite común de todas las Y, entre las cuales están las 5, 
y las s, se llama integral definida de f(x) y se representa así: 


ГА f(z) de == lim. УУ (2) Ar 


Como se ve en esta definición, la integral no cs sino límite do 
una suma; y se presenta, no sólo en los problemas de árcas, sino 
también en todo límite de sumas enyos sumandos tienden а 0 al ere- 
cer su número infinitamente. Daremos, pues, una definición general: 


Integral de f(x) entro a y b єх el limite de la suma de los pro- 
ductos obtenidos multiplicando cada uno de los intervalos parciales 
en que el (a, b) se divide, por uno cualquiera de los valores de la 
función en el mismo, al tender « 0 la amplitud de todos. 


Homos probado que toda función monótona acotada os integrable, y lo 
mismo si dividido (а, 0) en número finito de intervalos es monótona en сайи 
uno, aunque sen discontinua; pero hemos visto funciones continuas, como 
=. senx/z, que no eumplen tal condición. Sin embargo.. toda función continua 
es integrable. (V. Complementos) 
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Propiedades. — Si f(r) = ўт) = (т), cada suma se Б, se 
desdobla en dos; y según (22) result 
b » Й 
SUL e) <= fl) | de $ f iride ИАТА п! 
а а 
» E чу 
Análozamente, se 23): Sk. Ло) =k f f(x)dx 12! 


Es, pues. legítimo, Fuera del como coeticiente, todo 


de signo, también la inte- 


factor constante; s 


gral. 
De (10) resulta a ley de monotonía: 
А Й 
Sî Jir) < lr ея Sfide = f glider 131 


БЕ 


«һуа 


y sobre (e, b), el limite 
estas dos; por tanto, para una misma fun 


{1+ o: 


inalmente, se hace este 


131. – Teorema del valor medio y media aritmética de una función. 

Sean m у M los valores min mo de f(£) en el inter- 
valo (a,b); puesto que el área calculada está comprendida “entre 
los rectángulos: (b —«)m y (b—a)M, será igual a un número in- 
termedio (В — «qu, siendo: mE p 27 M, es decir: 


ўса = (Б ауы (b — а) (Е) 


pues si f(x) es continua, aleanza esé valor a (13, 11) en algún pun- 
to intermedio; aunque sea discont ión (b —4)p. 


vale la expr 


ista es la fórmula del valor medio del cálculo integral. Geomó: 
tricamente expresa que el área limitada por la curva es igual а la 
de un rectángulo de base b—« y cuya altura es una cierta orde- 
nada intermedia. 

Si dividimos (a,b) en н partes iguales а h y tomamos las n 
ordenadas: Y, Ya» ..-. Yn de la función f(z), su media aritmé- 
tica es: 


Yi Ts Fo Fe МАА 1 Hyh 


ъ nh 
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El denominador es ий == b— а. El límite del numerador para 
n— оо es la integral de f(z). Por tanto, el límite de la media arit- 
mética de las н ordenadas al crecer n es: 


è 
S f(a)dz 


а 
ba 
Este número и es, pues, el mismo que nos daba el teorema del 
valor medio, y es legítimo llamarlo media aritmética de la función 
en el intervalo (a, р). 


Generatización 4(2) 30, m<f(z) <M existe un número p intermedio 
entre m y AE tal qu 
JNE = af (r) dz 
Basta vbsercar, comparando los integrandos, que es: 
Jm 9(r)dz<51(2)9(2)d2 s jMo(ajdz 
luego el cociente de In integral de f . y por la integral de g es un número i: 
termedio entre m y M, suponienda las integrales sobre un mismo intervalo (а, b). 


132. — El área como función primitiva. 

Sea una curva, те de una función f(2). 
limitada por esta curva, el eje de abscisas, una ordenada fija f(a) 
y la ordenada variable f(z) es una función F(z), mula para £= 4. 
Esta función es continua, aunque f(x) sea discontinua, pues 


resentaci 


A F(z) = Рох) — F (o) — hu 
llamando p al valor medio obtenido en (131). 
Si f(x) es continua, hay un punto E donde 


РО) = а. luego ЖЫ AR 


Si h— 0, por definición (12) se verifica: 


ГО) =>f(2), luego F"(z) — f(z) 

Obtenemos así dos resultados: La integral F(z) es función con- 
tinua, aunque f(x) sea discontinua. Si у(х) es continua, F(z) tie- 
ne como derivada f(x). 

O sea: Si f(x) es continua, F(x) es función primitiva de f(x). 

Si sobre un par de ejes llevamos para cada valor de æ, sobre 
la ordenada correspondiente, el valor F(x) del área de la curva 
f(z), habiendo adoptado una unidad de longitud para representar 
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la unidad de áreas, obtenemos una curva que se llama curva integral 
de la dada 


Espurto. =— Veamos la marcha de la curva integral, Para el valor 
z= ay es F(a) 0 y obtenemos Cuando х aumenta, el área crece 
y la curva vu creciendo; «para tener una idea de su marcha, observamos que 
Pr) == f(z); Mego F"(x) = f’ (¥); los valores de /'(z) los conocomos pues 
son las pendientes de las tangentes on los puntos de la f(x). Así entre a уб 
o» /'(z) positiva, luego también lo es К” (х), es decir, la curva integral on 
tro а y b es convexa сов rospceto al eje x. Entro b y d, /(2) =F"(2) vs 
negativa y por tanto la curva integral, (z) será cóncava у así sucesiva. 
mente, En el punto D tendríamos un би, pues ен él se tiono: 
F" (e) =0. 


Intéggreso la función discontinua вд ¥ q 
pura С сз y=— l; para 2>0 єз у = + 1. Salta а la vista que elegida 

esulta la función continua . HI punto de dit idul 2=0 
grundo es anguloso en la integral (fig. La derivada de |æ], wal 
vo en ol o 


hu sido definida (16, Ej. 3) ані: 


133. — Paso de la integral indefinida a la definida. 


Si en lugar de empezar а calcular el árca en la ordenada co- 
rrespondiento al punto a, comenzamos por ejemplo en el punto с, 
para ese punto, F(z) valdrá 0 y para el valor z = 0 tendrá F(a) 
un cierto valor — С, que es el área comprendida entre la curva, el 
eje de las x y las ordenadas del origen y del punto с. Como el pun- 
to desde donde se empieza a medir el área puede ser cualquiera ha: 
brá infinitas curvas integrales que diferirán en un cierto valor cons- 
tanto arbitrario С. 


Cuando se fija el extremo a del intervalo, pero se deja variable 
el extremo т, tenemos la integral f que se llama definida infe- 


riormente. Cuando se dejan indeterminados los dos extremos se es- 
cribe simplemente f f(=)dz y se Mama integral indefinida. 
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Si queremos caleular el valor del área en el intervalo (a,b) co- 
menzaremos por encontrar una función primitiva cualquiera D(z) 
de f(z), es decir, mediante artificios convenientes encontramos una 
función tal que %(z) — f(z). Ahora bien, el área buscada, a par- 
tir de a, es una función primitiva de f(x), luego ambas funciones 
primitivas difieren en una constante ,es decir: 


ааз ®(=) +e. 


Para calcular с hagamos х == а y como el área es nula, resulta: 
с — Ф(а) 


por tanto: Arca — f (2) da — (2) —(a) 


Es decir: para calcular el área o sea la integral definida se sus- 
tituye en una función primitiva cualquiera el límite superior y lue- 
yo el inferior y se resta esto resultado de aquél. 

Esta fórmula de Barrow es cl fundamento del Cáleulo integral. 


EJEMPLO. — Sea la parábola 22 = 2ру. 

Para calcular el área limitada por la parábola, el ejo z y la ordenada co- 
rrospondiento a а = а, formemos la primitiva de у= 21: бр; 
рага а == а vale ай: бр y рага 2 = 0, valo O, luego А 

Para а = о, y = аз: 2p, ol rectángulo 0 а o tieno por área: Ar = оз: 2p; 
eu decir, el área del segmento parabólico es la torcera parte dol área dol roc- 
tángulo que lo comprende, 


Nora. — Si la función f(z) во represonta 
en ejes oblicuos de ángulo 0, la integral ya 
по representa el área; para obtener el úron 
de cada paralelógramo habrá que multiplicar 
F(2)8z por sen 0, y por tanto 


4=00m0Í1(x)dz 


EJERCICIOS 


1. — Variar el origen a de la integral definida inferiormente, equivale а 
sumar una constante; pero а veces no toma ésta todos los valores reales. Así, 
la integral en (0,2) de 2r es т? más constante negativa, cualquiera que sen a. 

Revise ol lector los integrales de lecelones anteriores y vea qué limitncio 
тен tiene la constante. 

2. — 196 significado geométrico tiene la integral do | f(z) | f 
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134. — Volumen de los cuerpos de revolución. 

Sen y = f(z) la Función que representa la sección meridiana 
de una superticie de revolución respecto del eje л. 

Al girar en torno de ese eje el trapezoide que tal curva limita, 
engendra un cuerpo redondo o cuerpo de revolución, 

Dividido el intervalo ab en n partes, el trapezoide está conte- 
nido en la suma “de rectángulos de bases Ar y alturas Mu; y a su 
vez contiene los de alturas ms. 

Estos rectángulos, al girar la meridiana, engendran cilindros. 
El volumen buscado será el límite común de la suma de Jos volú- 
menes engendrados por los rectángulos de ordenadas my o Mi о cual- 
quier ordenada intermedia 


El volumen del cilindro de orde- 
in y= f(s) es igual а la base por 
la altura o sea: т?л, luego el volu- 
men del cuerpo de revolución es el 1- 
mite de la suma de éstos, o sen 


yla 


» 
Vol = r f yde 


Eseuri 15 — Cukular el 


Aplicando la fórmula anterior teniendo presente que /(7) en esto caso 
es: Kz, tenemos: 


Vol. %4 x Kz aa 


a 
wf Karede 


Siendo К ==": a (cocficiento angular) ве tiene: 
Vol. del cono = № # rt a, es decir, la tercera parte | 
del cilindro de igual base y altura. 
Esemero 2° — Volumen de un paraboloide. 
р». 
Aplicando la misma fórmula: 


Sea su meridianas y? 


=381 pros 


P=uf2pza 


En cambio, el cilindro de igual base y altura tiene el volumen: 
жуз а = 2 = раз, es decir, el paraboloide tiene como volumen la mitad del ei- 
Шайго que lo comprende. 
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Езкмрго 3. — Si tuviéramos vu elipsoide de revolución: 
а 


z 
—+ 


la meridiana tendría por ecuación 
= и 
a t 


aa 


Aplicando la fórmula y separando el factor constante 2r 52: a2, сајешетов: 
ij do iia 


V=4/3*ab3, 
т, resultaría el volumen de la esfera: 


Si tuviéramos a = 


135. — Volúmenes de cuerpos cualesquiera. Р 

Se podrá еаіешаг por una integral simple el volumen limitado 
por una superficie, siempre que se pueda caleular el área de cual- 
quier sección paralela а uno de los planos coordenados. 

En efecto; trazando un sistema de planos paralelos, por ejem- 
plo, al plano yz, si sumamos los cilindros que tienen como bases las 
secciones de la superficie y como alturas las distancias entre cada 
dos planos consecutivos, el límite de esa suma es el volumen; como 
el área es función de Ја distancia z, si ен: Arca == a(x), resulta: 


» 
Volumen == lim. E а(х) Аг «= f a(m)de. 
EsexrLo 1 — Calcular ol volumen de un elipsoido de ejes desiguales cuya 
ecuación es la del ejemplo anterior, con denominadores аз, D3, єз, 
El Area de la elipse sección соп el plano yz es: mdo Las seecionos con 
planos paralelos al ys dan elipses semejantes а la anterior, cuyos semiejos son: 
WEA. a 


а а 
luego el área de cualquier sección paralela al plano ys еп función de m dis- 
tancia 2 al mismo, ез 


жъе(аз— #2) 


Aplicando la fórmula general deducida en el número anterior, so tieno: 
Volumen = 4/3 x a b e. 


EJEMPLO 2." — Caleular el volumen del cuerpo limitado por un hiper- 
boloide de una hoja y dos planos perpendiculares al eje, а las distancias 
em жо. 

Las sceciones con planos perpendiculares al eje dan еп el hiperboloido 
do una hoja elipses semejantes. El área de una de ellas es: жу. Sacando z o y 
de las ceuaciones de las hipérbolas, secciones del hiperboloido con los planos 
жг е уг e integrando entre los límites г = 0 y г =e y duplicando, se tiene: 


V=4/3 w abe. 


En la misma forma se podría calcular el volumen de un segmento de hi- 
perboloide de dos hojas o de un paraboloide. 
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36. — Area de las superficies de reyolución. 

Consideremos una sección meridiana de la superficie de revo- 
lución entre los límites ж== a, ж — . Se trata de calcular el área 
do la superficie que engendra ese arco alrededor del eje =. 

Dividamos el intervalo ab en un cierto número de partes y tra- 
cemos tangentes a la curva еп los puntos de abscisa media. 

La superficie engendrada por cada lado es un tronco de cono 
de área: 2myl, siendo 2ry la longitud de la circunferencia media 
y l la apotema, cuya expresión es Y/dz* + dy?, luego el límite de es- 
ta suma, que se llama área de la superficie.de revolución, es: 


> » 
2w f yv d FAT -~ эх f yv i Fy” . da 


» 
o bien: 2r f у.з, 
a 


A, 


a 


representando abreviadamente por ds el infinitésimo väz" dy? 
cuyo significado geométrico es el trozo de tangente limitado por 
las ordenadas que distan dz. 
EJEMPLO 1.* — Calcular ol área do una esfera. 
Está engendrada por una semicireunferencia, de ecuación 
ejy=n, 
=v 
Aplicando la fórmula anterior, resulta la conocida expresión 472, 


EJEMXPLO 2.* — Атев do un paraboloide de revolución: Sea la ecuación 
de la meridiana 


de donde: 


уз = 2р, de donde: y = VF: 
Aplicando la fórmula [1] se tieno ol resultado siguient 


Area = 2/3 n(x +») A 
EJERCICIOS 


1. — Calcular el área y el volumen del cuerpo engendrado por la revolu- 
ción de la cicloide alrededor do su recta base. (А = 32/3, aè, V = Gr? аз). 

2. — Deducir sin cálculo el área de la elipse del área del círculo; y el vo- 
lamen del elipsoide reducióndolo al de la esfera. 
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RECTIFICACION DE LAS CURVAS PLANAS Y CURVATURA 


137. — Rectificación de curvas planas, 

DEFINICIÓN, — Se lama longitud de un arco al límite de la lon- 
gitad de una poligonal inscripta en ella o cireunseripta a ella, cuan- 
do sus lados tienden а cero, al crecer infinitamente el número de 
éstos. 

Sea una curva representada por una función f(z), La longitud 
de cada segmento de tangente correspondiente a un intervalo dz, 
ев como hemos visto 


luego el límite de la suma de estos segmentos (aunque no forman 
poligonal) es 


S ds کس‎ V/d 


extendida al intervalo en que está definido el ar 


- dy? $1 -- y dí 


Nora. — Queda justificada ln notación ds, pues vemos que es la dife 
1 del arco з. 


No so confundan los tr 
Ali = VAr 


infinitósimos equivalente 
Ay, Ar, de= vdr Fh 


primero ex in cuerda, cl segundo cl arco, el tercero es el trozo do tan- 
gonto limitado por las ordenadas de los puntos z, 2 dz. Aunque son 
ferentes, pueden sustituirse cn toda cucstión de límites do cocientes y la in- 
tegral do cualquiera do los tres es s. En efecto, tanto la suma de las cuerdas 
como de las tangentes tiene cl limito а y claro es que también la sumn do 
arcos valo justamente з. 

Para aquilatar el concepto de longitud de curva, véase el capítulo; Com- 
plementos de Сото integral. 


Esemrio, —- Rectificar un arco de la parábola: z? 


La fórmula que da la longitud es: 


VI буз. da =$ VIA (ap)?‏ د 
а С‏ 
integral yu vuleulada en (128) y sustituyendo los limites results‏ 


узт + az а 
Р 


Ma/pvpi+ аз + 1/2p-1 
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EyEMPLO 2.* — Rectifíqueso la curva cat 


ria, cuya ocuación es 


y (er еу 


Aplicando la fórmula resulta: 


y = germer) 


que ез un cuadrado portecto, lungo 


Utilizando las funci 


mego 


138. — Curvatura de curvas planas. 

Hemos definido en (S6) la curvatura de una cireunfercneia 
como número recíproco de su radio y extendido el concepto a cual- 
quier curva, sustituyéndola por su cíveulo oseulador; pero la enr- 
vatura se puede definir más directamente como" límite del cociente 
del ángulo de dos tangentes ul arco correspondiente, cunndo éste 
tiende a O. Llamado q a la inclinación de la tangente respecto del 
eje s, o sea tm aretg y’, el ángulo gue forma con ella otra tangente 
es Ar y la curvatura se define 


C = lim -— 


Esta definición 
en ella 


nfereneia, por wer. 


gerdu соп la Пада para la е 


As = Rar 


1/8 


y хевшок que también concuerda para toda 
curva, En efecto: 5 


d= 


14 yaar ; 


conocida del radio del circulo osculador, es 
decir: 


| 

ыу: | 
к=—-=—— Ed 
si ar 


Para el estudio de las relaciones entre изи curva 
los Complementos de Cúlento integral. 


su evoluta (86) véanse 
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139. — Rectificación de la elipse. 


Sva la ecuación de la elipse: 


y 
у = 1 
га 
Podemos hacer: 
A таен у Бөх 
Mamando Ё а la excentricidad, se tiene: 
a Е сла <= уа 
EL valor: ds? == de + dy so cul 
de = a cos tdi du = — h sen tdi, 
ds? — ja? cos? | 4 bë sen? 1) а. 
De [1] sacamos: a al (1 М. 


Reemplazando en [2]: 


ds? — [аз cos? t | а? sen? — а se 


E] dt а |1 — Ко sen” е dte, 
18] киру 


integral que da la longitud de un arco de elipse, 


140. — Integrales elípticas de primera y segunda especie. 

Las integrales del tipo [3] se Haman cípticox de segunda es- 
que no existe ninguna combina- 
ción de, funciones elementales que sea primitiva de la función 


vi senil, pero fa función primitiva existe y se puede caleu- 
lar numórica y gráficamente. 
Hay otras integrales clípticas de primera especie cuyo inte- 


grando es del tipo: 
de 


vaza 
Como las integrales elípticas se presentan muy a menudo en los 
problemas de la téenica, se han construído tablas que dan el valor 
de estas integrales, рага los diferentes valores de К y де t 
Como es К < 1, si llamamos a al arco cuyo seno es К, es decir, 
si ponemos К = sena, la tabla da los valores de la integral al va- 
riar а y t. (Véase el apéndice). 
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14 V3, luego а = 60°. 
el arco limitado por las abscisas 2=0, x =1, caleularo- 
mos 1 por la fórmula 


зо". 
ско la longitud del arco os 


El valor dado por la tabla е 
з, 0,500 = 1,012. 

La longitud del cuadrante so obtendrá para t 
luego la longitud del cuadrante es 2,432. 


90%; la tabla da 1,211 


Esemrio 25 -- Rectifiqueso la elipse intereección de un cilindro y un 
plano: 
n y 
r= 1 4 2. 
2 зө 


Adoptando v «o 


o variablo independien 


а= VIFF 7? dy 
Diferenciando lau dos cewaciones, so despejan 27, 2’, y sustituyendo on la 
expresión del arco, resulta: 
аз = VIST(IB— ya)dy .*. s = 6 arc sen Му 

La posibilidad do efectuar la integración por funciones elementales indica 
«uo Ja clipso es una circunforoncia, lo que puedo observarso dircctamento on 
la figura quo representa la intersección, comparando los somicjes do 1а curve 
«que resultan ambos iguales a 5. 
Asi la fórmula obtenida do раға ol arco (Y 
es la longitud del cuadrante. ` 


„ =4) s=5x/2 quo 


ECUACIÓN DEL PÉNDULO SiMPLE 


ción de la oseilución está expresada 


Y 


si a os bastante pequeño para que puedan cquipararso arcos y senos, resulta una 
intogral elomental, que conduco а In fórmula T= 2x У T77: 


EJERCICIOS 


1. — Rectificar la sinusoido, gráfica do la función y = sen s. 
— Cundratara del óvalo definido por la ccnación y3 = cos 22. 
— Roctificar la curva de Viviani (k=1: У 2). 

4. — Expresar como integral elíptica de 1.* especie la integral de 
1: Y cosa—cosz. (Basta sustituir: f= cos 4 7, y es k= 1: cos %4 a) 

5. — Idom la integral de 1: У cos 2z. 

в. — Acotar el orror de la fórmula aproximada del péndulo, 
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141. — Fórmula de Simpson - Acotación del error. 

Para calcular una integral cuando no es fácil obtener la fun- 
ción primitiva, o aun obtenida resulta complicada, hay diversos 
métodos de cáleulo aproximado, numérico, gráfico y mecánico, que 
exponemos a continuación. 

Puesto que la integral representa el área limitada por la cur- 
va y el cje z en el intervalo (a, b) ocurre dividir éste en partes igua- 
los y tomar como valor aproximado del área la suma де los trape- 
cios inscritos o de los cireunscritos, limitados por las ordenadas 
Мо Ys Yz <... Yan en los Puntos intermedios. Pero como estos mó- 
todos dan aproximación muy iusuficiente, solo indicaremos la re- 
gla de Simpson que da resultados muy satisfactorios. 

Consideremos las tres ordenadas yy, Yı, Ya de la función y cle- 
gida la intermedia como eje y, sea el desarrollo de la función ; 


100) — a з pen + de + 


cuya integral desde —h a +h es: 
2ай +*/, с + %/, ch" + 


Si la curva fuese parábola de segundo grado, es decir, si el 
desarrollo solo contuvieso hasta ol término de segundo grado, la ex- 
presión del área sería exactamente 


S = А(ба + 20h") : 3 = В(у„ + 4у, ++ Ya): 


h w: WM u bh + ch? 
nau 
oh oo. Y= a+ bh + che 


Cualquiera que sea la curva, esta fórmula dará un valor que 
coincide con la expresión del área en tres términos y el error es del 
orden de h'. 


Si ahora consideramos análogamente los intervalos Y, Yy Yo 
-ss Yan Y Al sumar sacamos Й/З factor común, resulta la suma: 


Luo + 4y, + эз) + (уз + 44, + Y) 


Yana H Wani F Yon) 
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Las ordenadas extremas, cuya suma llamaremos E, figuran una 
cuatro véces las impares intermedias cuya suma designa- 
s, que llamaremos Р. 


sola ve: 
remos por Z, у dos veces las 
Resulta así la fórmula de 


Area ~ ME -+ 41 4 2P) 


ш 


Y A Ж] 


sexo. — Para aplicar la fórmula de Simpson a la integral entro 
1 y 2 de 1/x, adoptamos h= 0,1 y calculados los recíprocos de 1,1; 1,2; 
1 252 con la regla de cálculo, result 

E=15 P= 
luego el área valo aproximadamente 
simas, pues la integral es (2 = 0,00 


valor exneto hasta las contó: 


Acotación del error. — Si et valor absoluto de ИТУ (л) so conserva infe- 
д) el resto despreciado ея menor que 290/41 
luego entre Ау $h resulta 
mor < ЮМ. 
142. — Integración por desarrollos en serie. 
Si la función f(r) 


«arrollo en se 

A A аван 4... 
una función primitiva resulta como se vió en el párrafo (101) in- 
tegrando cada término, y el lo de convergencia es el mismo 
de la serie dada. Al efectuar la integración por este método debe 
cuidarse, ante todo, de no aplicarlo más allá del intervalo de еоп- 
vergencia, pues esto conduciría a absurdos. Además es necesario 
calcular el grado de aproximación aleanzado а! tomar algunos tér- 
minos, pues bien puede suceder que los inYizitos despreciados (aun 
siendo insignificantes los primeros que siguen a los tomados) ten- 
gan suma considerable, 

El desarrollo de la serie de la función puede hacerse combi- 
nando las propiedades ya expuestas en la lección 23, esto es, ope- 
rando por suma, resta, multiplicación, ete., con las series que re- 
presentan las funciones elementales que componen f(z), o bien con 
la fórmula de Mac-Laurin. Si no hay desarrollo según potencias 


«mite un ie de potencias 


INT 
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de z o el intervalo de convergencia no comprende al intervalo da- 
do, convendrá trasladar el origen poniendo х= 7’ +a, o bien 
desarrollar en fórmula de Tayk n las potencias de z — a. 


› чер 


Езкмрго. — Una integral fundamental en la teoría de los errores 
f esed. 

Como la función exponencial admite desarrollo convergente para todo va- 
lor de z 


resulta para la integral entro o y r: 


А ШЕ lor Lo. 
+ = – K— hu. 


ъъ 3 


Bi tomamos solamente los dos primeros tórminos, el error cometido es en 
valor absoluto mevór que 33/10 si es д: < 10/3, por ser alternada ln serio 
nl: si es 22 < т ul tomar un número de términos ng m, el error 

iente. (V. Complementos), o sen: 


gen 
es menor que el primero 


КЕ) 


143. — Método de integración aproximada de Gauss. 

La fórmula de Simpson expresa la integral mediante Jas tres ordena: 
das Yu у, Yo 

Ahora bien, vamos а ver que es posible elegir las tres ordenadas no equi- 
distantes de modo que el área venga expresada más exactamente por unn ex- 
presión también lineal, de la forma 


s 


Be yeri Br ys dh Ba Ya 


Adoptando como origen el punto medio del intervalo y tomando como uni- 
dad а la semi-amplitud del mismo, hemos obtenido: 


10) = а,-- ал م‎ ад фаз о... (3) 
y su integral entre —1 у +1 es: 
2a, 3, го, 
+ + +. 
1 3 5 


Ensayemos ahora la determinación de tres valores Ze 2, =, у tres coofi- 
cientes Ru В, Fs, tales que la expresión Л, у, 4 Ж, y, + Ж, y, coincida соп oste 
desarrollo, о sea: E 

Esla, + + 


+ + a, zı atar dd 
+ Ва, аз + в, лг + ааа.) = 


за, 20, 2a, 
+ 


Lat. 
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Igualando los сое - resultan las condiciones: 


Bazo? FB, aR Bs 


Ba sê + К, ti Ва 
Baz FB, at Br 
Bras Ros 4 Вул = 0 


de donde se despeja: 


B=5/9 , n ола 
R=89 , n= 
B=5/9 , s= =O... 


si la semian 
resulta: 
Adoptando como valor del área la arpresión. 
Һ(бу» + Sy, +59): 9 
siendo Yu, №, Ya las ordenadas en los puntos de absoisas: 
—MV3D ‚о, +R VE 
resulta un valor del área ouyo error es del orden de Мт. 
Comparada esta fórmulg do Gauss con la do Simpson se vo quo ol mayor 
trabajo dol cáleulo queda compensado con la mejor aproximación obtenida. 
Así, por ejemplo, si se desea calcular con solo tros datos la temperatura 
modia on un día (es decir, Ја "integral de la temperatura, dividida por el in 
tervalo), deberían tomarso ostas tres temperaturas а las horas siguientes: 
ЗА 24m a/m, 1% m, 99 18m p/m. 
Generalicación, — КА lector puede repetir sin dificultad el cálculo para n 
ordonndas. Así p. oj. para п = 4, la expresión del área n 
S~ Бу, Riy d RY + EY 
R, = R, = 0,1739 E, = В, = 0,5201 
0,8611 — 1 =-41,=0,3400 


plitud del intervalo es A, basta multiplicar por A lus abscians y 


siendo: 


EJERCICIOS 

1. — Calcular la integral desdo 1 hasta 2, 3, 4, 
Utilicese la fórmula de Simpson y la do Gauss. 

2. — Dedúzcanse los cocficientes de Gauss para т 
valores indicados en el texto. 

3. — Expresar las integralos elípticas de * especie por series de po 
tencias del parámetro k y obtener asi expresiones con error menor que 0,001 
рага k= sen 2. 

Comprobar los resultados con la 1.* fila do las tablas finales 


4. — Calcular para t = 0,1 la función g(t). tabulada en el Apéndice sobre 
la Teoría do errores. 


de la expresión 0*.dx/2. 


, comprobando los 


Lección 36 
INTEGRACION GRAFICA Y MECANICA 


144. — Intégrafo de Abdank Abakanowitz. 

Supongamos una curva dada por la función: у == f(z); sca 
F(z) una curva integral, es decir, tal que: P"(2) == f(z); los va- 
lores de F'(x) son las pendientes tg a de las tangentes en los dife- 
rentes puntos de la curva integral, y coinciden con los valores de las 
ordenadas de la eurva /(x) en los mismos puntos. 


Adoptando como unidad un segmento QP, se tiene: f(z) = tg a 
para cada valor de z. A medida que f(x) toma distintos valores, se- 
gún los de т, el ángulo a varía, puesto que QP —1. Si se tiene, 
pues, un medió de ir dibujando una curva y = F(z), tal que la 
tangente en cada punto sea paralela а la correspondiente recta 
QM, dicha función cumplirá la condición: P"(2) == f(z) y, por 
tanto, será una curva integral de f(z). 

En este principio está basado el aparato llamado intégrafo, que 
dibuja la curva integral de una curva dada. 
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Una barra ФАА? se traslada conservándose perpendicular al 
eje x, arrastrando dos varillas AM y A'M” perpendiculares a ella y 
que pueden deslizarse a lo largo de ella. El estilete M destinado а 
deseribir la curva y == f(x) es origen de una varilla que pasa por Q 
deslizándose por él según varía la hipotenusa QM al vaviar la orde- 
nada y = РМ. Sobre esta varilla QM se desliza, conservándose per- 
pendicular, otra varilla e, que forma con otra igual с' un paraleló- 
gramo articulado, de modo tal que la ruedecilla r situada en el 
centro de e, se conserva siempre lela a QM; y como está obli- 
gada a conservarse en la misma ordenada PW por la varilla эн” que 


resbala sobre a, resulta que dicha vuedecilla r traza una huella tal 
que la tangente en cada punto es paralela a QM, es decir, una curva 
у F(z) tal que en cada punto es F(z) == у, sí se adopta como 
unidad el segmento m; luego Р(х) es una función integral de f(x). 


Al comenzar el trazado puede deslizarse с sobre QM arbitraria- 
mente, pudiendo, por tanto, colocarse М” arbitrariamente sobre la 
ordenada PM (naturalmente, dentro del límite que permiten las di- 
mensiones del aparato) pero una vez fijada la posición inicial М”, 
es decir, elegida la constante de integración, la curva integral que- 
da completamente determinada al recorrer М la curva dada. 

El segmento de ordenada limitado por los puntos inicial y 
final de la curva obtenida representa el área con la unidad PQ del 
aparato; es decir: el recinto es equivalente al rectángulo cuyos la- 
dos son PQ y aquél segmento. 
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Рага obtener el área de un recinto limitado por una curva ce- 
rrada, basta descomponerla en dos arcos por los puntos de abscisas 
extremas; y, obtenidas las dos curvas integrales a partir de un mis- 
mo punto, la diferencia NN” de ordenadas finales mide cl área. 


Nora. — En el mudelo de Abdank Abakanowitz, que es el más conocido, 
el movimiento de traslación se logra mediante ruedas de aucha llanta y cje а, 
en los extremos de esta barra. 

derivada y=/(x) no se doscribe con el mismo punto M, ni la 
integral con el M’, sino por otros puntos М, у M’, en la prolongación do m у m’. 
le a trasladar paralelamente ambas curvas en el sentido del eje z, 
relación entro ambas. 

El movimiento do traslación m y т a lo largo de a se efectún mediante 
un carro de dos ruedecillas quo cada varilla lleva en su extremo у quo rue- 
dan sobro sendas ranuras de la varilla a. Estos carros situados en 4 y А' sue 
lon llamarse carro diferencial y carro integral, respectivamente. 


145. — Método de integración gráfica. 

Cuando no se tiene intégrafo, se puede dibujar la curva inte- 
gral, con bastante exactitud, por medio de métodos gráficos. 
e sustituye a la curva por una poligonal, haciendo que se va- 
yan compensando los errores, para lo eual tendrán que ser iguales 
los triángulos 1= 1, 2=2, 3=33, cte., lo enal se consigue en el 
dibujo con suficiente exactitud. 


Se proyectan los puntos А, В, С, Р, ete., de la poligonal sobre 
Oy, paralelamente a Ох. Se toma un valor ОР —= 1 arbitrario, que 
se llama base de integración o distancia polar. El punto Р, llamado 
polo, se une con los puntos A,, B,, C, ... proyecciones de А,В,С... 
sobre el eje y. 

A partir de un punto A’, arbitrario sobre la ordenada del pun- 
to A, se traza una paralela al primer radio polar, limitándola en la 
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ordenada correspondiente al punto М. A partir de este punto Af’, 
se traza una paralela al segundo radio polar, limitándola en la or- 
denada del punto N, luego una paralela al tercero y así sucesiva- 
mente, 

Obtenemos así una línea quebrada A’ M’ N” P' D’ .... que es 
la integral de la poligonal con que hemos sustituido a la curva, pues 
en cada punto la pendiente es la ordenada correspondiente de la 
poligonal dada. 

La diferencia de las ordenadas extremas de la quebrada inte- 
gral, multiplicada por la distancia polar, da el área de la poligonal 
con que hemos sustituido a la curva, o bien la de esta última, que 
es sensiblemente igual a la anterior. 

Si queremos construir la curva integral de la dada, observa- 
mos que los puntos 4”, В’, C’ .... pertenecen a dicha curva inte- 
gral, puesto que para las ordenadas de estos puntos, las áreas de 
la poligonal y de la curva son iguales. 

Para obtener, pues, la curva integral, basta trazar una curva 
que pase por dichos puntos A”, B’, O’ .... y que sea tangente en 
los mismos а los lados de la poligonal. 


Nora. — Si hacemos la compensación como cm la figura, obtenemos tam- 
bién una integral poligonal, pero ya no resulta tangente A la curva integral, 
y do ésta sólo ве tienen puntos, como el A’, B’, O, D'. 


PE 
o 


Se ve, pues, quo es preferiblo el método anterior, que da la curva ітіе тат 
por puntos y tangentes. 

Bi sólo interesa el área total encerrada por la curva, с] eje Or y las or 
denadas extremas, vieno expresada por la diferencia de las ordenulas rx 
tremas de la curva integral, que en ambos procedimientos coinciden соз lus 
de la poligonal integral. 

Para Ya cuadratura de recintos, Vimitados por wae euma enceola, se o 
compone ма en dos arcos, como se hizo en la figura de pág. 162. 


EJERCICIOS 


1. — Efectuar la integración gráfica de la sinusoide, comprobando “l re 
sultado. 
2. — Intégrenso gráficamente funciones discontinmas d- 1.* especie (15). 
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146. — Derivación bajo el signo de integral. 

DERIVADA PARCIAL DE f(%, у). — Si se considera y fijo, la deri- 
vada de f(z, y) respecto de la variable x se Пата derivada parcial, 
y se designa así: /,(x, y), siendo por definición (46) : 


Ha 4h y) —/(0 y) —h |/',(х, у) +8) п) 


donde >0 para й-> 0, es decir: fijado x, para cada e > 0 hay 
un т (dependiente de y) tal que |3| < е para |А |< т. 

Cuando т es independiente de y siendo; | 8| < € cualquiera 
que sea el valor y del intervalo (ab), diremos que f(x, y) es deriva- 
ble en el punto r. uniformemente para el intervalo (a,b) de y. 


FUNCIONES DEFINIDAS POR IN 
de las series funcionales para d 
gral del tipo: 


Algoritmo análogo al 
funciones de т, es toda inte- 


F(z) f f(a, Dat 


еп que la variable independiente es la t, siendo la z constante al 
efectuarse la integración, hecha la cual y sustituidos los límites, que- 
da una función de =. 

El incremento AF (z) de esta función, para un incremento h 
de z, está dado por la expresión: 


Ар) =f /(®-Е л) (5,07 dt п) 
Ла епа]. en virtud de [1], puede eseribirse así: 
AR (в) — f f(x, t) + 8)at (21 


Dividiendo ambos miembros por [2], y supuesta uniforme la 
eonvergencia hacia f’, se tiene: 
APO» b 
mf fredy bdt (31 
1S5. dt] <e(b—a) 


luego el cociente incremental de F(z) difiere arbitrariamente poco 
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del primer sumando о sea tiene éste como 
to, derivada de F(z), es decir: 


е. el cual es por tan- 


F(z) ўл да 


Toda integral cuyo integrando contiene un parámetro, define 
una función de éste cuya derivada se obtiene sustityendo el inte- 
grando por su derivada respecto de esc parámetro, suponiendo que 
la convergencia hacia ella sea uniforme. 


Esto es suponiendo la integral definida entre límites constan 
tes a, b, como en el caso considerado. La figura indica el sigui 
“tado gráfico de AF(x) al pasar de la curva correspondiente al 
valor z del parámetro a la curva correspondiente al valor s- h. 


f(x, х) 


XS 


вмро. — Compruébese la regla on lu integral: 


F(z) = f(z + a 


F(z) = ауа +t) =U +1) —le 


Aplicación ul cáloulo de integrales. — De una integral dofinida o indofini- 
da quo contiene un parámetro so deduco otra por derivación respecto de este pa: 
rámotro. Aplíqueso osta regla а los ejercicios 3 у 4. En este último la regla es 
aplicable а posar do ser infinito el intervalo, como se puede demostrar, pero el 
lector puedo admitirlo sin demostración. 


Caso de límite superior variable. Consideremos: F(z) = f f(z, t)dt 


es decir, que la integral tenga variable el límite superior. 
El incremento AF (¥) tiene el significado que so indica en la figura, el 
cual se compono de dos áreas А 4- В; а] dividir por A el límite de 4: A es: 


КЕРУ 


El límite de В: h, en virtud del teorema del valor medio del Cáleulo in- 
Херта), os /(z,7) al tender h hacia 0, luego: 


F(z) = ўе Dat + f (2,2) 
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giz) 
Nora. — Más general, si es F(z) = f f(z, t)dt 


puedo demostrarse análogamente: 


9 
(2) = ff (z, tdt Lg (2) f, lr) 


y si también el límito inferior es 
término, que es: —y (2) .f [e,y(2)). 


jable; (z), hay que agregar un nuevo 


147. — Momentos de órdenes sucesivos. 

Consideremos un recinto plano limitado por la curva y —f(t), 
el eje t y dos ordenadas extremas en a у b. 

Un elemento rectangular de superficie tiene por expresión: 
У, y el momento de dicho elemento do área respecto a la recta de 
abscisa æ, paralela al eje y, es el producto del área por la distancia 
a dicha recta; es decir, (2 —— () f(t)dt, siendo { la abscisa media; 
si hacemos la suma de todos los momentos de las áreas clementales, 
y calculamos el límite de dicha suma, tenemos, por definición, el 
momento del área encerrada por Ја curva f(t), el eje £ y las or- 
denadas en u y b respecto а la recta х. 


Es decir: 


lim. (2 — O f (t)dt f е уа 


El momento que hemos definido se llama estático о de primer 
orden, En general, la expresión que da el momento de orden п es: 


беа 


y рага n == 2, se Пата momento de inercia, 


Рага п = 0, se tien 


b 
Ho — S f(t)dt 


que no es sino el área del recinto encerrado por la curva, el eje de 
abscisas y las ordenadas extremas. 

La expresión del momento de oi 
tre las abscisas а y z, es: 


п м del área comprendida en- 


к = f (0) fidt; 
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si la derivamos respecto a z resulta: 

wn =n ff) de (ж — a)" 
y como la integral no es sino el momento de orden n— 1, se tiene: 


Wa Mp o bien: ja = nt f qu, de 


148. — Cálculo gráfico de los momentos sucesivos. 
Consideremos una curva y= f(t) y caleulemos el momento de 
orden n del área que encierra con el eje t, y las ordenadas en Jos 
puntos o y т, respecto del eje de abscisa ¿= z. 
El momento de orden 0 es: 


ња 


que es el área variable eneerrada por la eurva, los ejes ‚у la orde- 
nada de abscisa {= z. 

Si llamamos a esa área variable ул, la nueva integral que da el 
momento de primer orden es: 


m — fy, di — 


valor que podemos calcular gráficamente, integrando la curva y, 
que da el área, como se ha hecho para la función f(t); y si inte- 
gramos esta curva y, en la misma forma obtendremos una nueva 
curva y, en que las ordenadas multiplicadas por 2 dan log momen- 
tos de inercia o de segundo orden: 


Р 
la —2.4 p do —2y, 


Estas integrales sucesivas са necesario hacerlas partir del ejo 2, 
pues todos los momentos son nulos para £ == 0. 
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Hasta ahora hemos caleulado los momentos con relación a la 
ordenada extrema que limita a la curva; si queremos calcular los 
momentos con respecto al eje de abscisa ж — OD, del área limitada 
por la curva y la ordenada BC, completaremos la gráfica con el 
segmento CD. Hasta el punto С sabemos calcular el área y los mo- 
mentos de cualquier orden. Si por el punto B’ trazamos la recta 
B'D' paralela al eje z, tenemos en la ordenada DD’ = y, el área 
limitada por la curva O ABC D. 

Para calcular el momento estático del área O A B C D —0 A B C 
hacemos la integral gráfica de la curva O BD”, lo que equivale a 
trazar la curva integral O B” como si fuera para hallar el momento 
соп respecto al eje BC у luego prolongarla con la tangente en В” 
a dicha curva hasta cortar el eje DD’ en un punto D”, de modo 
que el momento estático viene dado por la ordenada Р.Р”. 

Si se prolonga la tangente a la curva O B” hasta cortar al eje 
do las t, en la ordenada del punto F está situado el centro de gra- 
vedad del área de la curva. En efecto, tomando momentos соп res 
pecto al eje f, del área de la curva, resulta: М = M, — @.А, siendo 
М el momento con respecto al eje f; М, = momento con respecto al 
ejo e; A — área y d la distancia entro los ejes f y €. 

La derivada de y, es Y, едо: Amy, = {да y como 
алдачу, — M., resulta: М — 0, condición de todo eje que pasa 
por el centro de gravedad. 

Si se tratara de calcular gráficamente los momentos con respec- 
to a un eje, de una curva cerrada, trazaríamos la curva integral 
del arco superior, luego la del inferior; la diferencia de las ordena 
das do las dos curvas integrales da el momento buscado. 


EJERCICIOS 


1. — Calcular узя es dz por derivación sucesiva de у опг dz rospecto del 
parámetro а. 

2. — Construir las gráficas do los momentos wuecsivos de у = 1 respecto 
do un ejo variable desde £ =0 hasta z= 1. 


Calcula: R de ión de 5 
ж Ту ра derivación de 
e S (Fa)? J EET 


4. — Calcular por derivación bajo el signo de integral 


etz sena 
de 
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149. — Ecuación de la línea elástica. 
Cuando un sólido con puntos de apoyo está en equilibrio por 
acción de una o varias fuerzas, se introducen reacciones de tales 


puntos de apoyo, esto es, fuerzas ficticias que aplicadas en ellos 
equilibran a las fuerzas exteriores. Los apoyos quedan así sustitui- 
dos por las respectivas reacciones. 


Eseurros, — Una balanza en equilibrio por dos pesos iguules P queda 
sustituida por una varilla en cuyos extremos hay aplicadas dos fuerzas Р hacia 
abajo, y en su punto medio una fuerza — 2P, es decir, hacia arriba, Si el 
propio peso p de la varilla по es despreciable respecto de P, se considera unn 
carga continun, do resultante p, y 1а reueción en el punto de apoyo será 
(Р + p). 

+ Si una viga de peso p apoyada en sus extremos soporta la cargn P en юп 
centro, la reacción de los npoyos es — YP + p). 


Se admite en la tcorfa de la elasticidad que en una viga ho 
zontal, sometida a cargas verticales, la fibra que pasa por el cen- 
tro de gravedad de la sección carece de tensiones, y que la curva- 
tura que adopta en cada punto es proporcional al momento flee- 
tor М еп dicho punto e inversamente proporcional al momento de 


inercia Z de la sección. Es decir, la curvatura viene expresada así: 


A(z) 


—k.M 
ЕЛ (a) 


siendo E el módulo de elasticidad del material. 

Recuérdese que el momento flector en un punto ,es el momento 
estático respecto de un plano vertical que paso por él, de las cargas 
y reacciones a uno u otro lado del punto. 

Si la curvatura es pequeña, caso el más frecuente, es decir, si 
la línea elástica difiere poco de la recta horizontal puede suponerse 
y’ — 0, y tomarse y” como valor aproximado de la curvatura [ver 
(86) y (90)]. 

La ecuación que caracteriza la línea elástica es entonces 


y” ——kM(2) 
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de donde: 
y —=kfMdr +C; 
y= —k f [ f Mdr] + Cr +C 


Las constantes deberán determinarse según las condiciones del 
problema. 


EJEMPLO. — Si se trata de una viga empotrada por el extremo O y саг. 
gada con un рево Р en el otro extremo 1, el momento flector en cada punto z 
өв: ((—2)P. 

y =— [u — re] P/El 

y =— (1—2)P/El 
la constante es С = 0, pues en el punto 2=0 es y'=0; luego resilta: 

y = — [02/2 — 22/6] Р/ЕТ 

cúbica que en la proximidad del origen difiere poco de una parábola 


parábol 


ordinaria. La flecha máxima se presenta en el extremo y vale: 
1=—Pe/3EL 
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150, — Construcción de la linea elástica. 

Cuando la carga de la viga es continua, suele llamarse carga en 
cada punto # a la correspondiente a la unidad de longitud en dicho 
punto =; pero esto, que tiene significado elaro cuando la carga es 
uniforme ,exige una aclaración cuando la carga es variable. En rea- 
lidad se llama carga en el punto z al límite de la carga correspon- 
diente a un intervalo z, = +h la por h; si llamamos р(х) а 
а carga en el intervalo Oz, lo que se llama carga unitaria en el 
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punto z no es sino el límite de la carga media en un intervalo inde- 
finidamente pequeño, es decir: la carga en el punto л (que no debe 
eonfundirse con una posible carga aislada en él) se define así: 


Иш. [p(< +h) — p(x) j/k =P (2), 


es decir, la derivada de la carga total respecto del intervalo. 

Por tanto, dibujada la línea de cargas, y = f (x), el esfuerzo 
cortante en cada punto =, esto es, la resultante de las cargas del in- 
tervalo Ox, no es sino la función integral: 


pte) — S arde, 


esto es, el área do la curva hasta el punto у, debiendo agregarse a 
esta área las reacciones de los apoyos, a la izquierda del punto 2; 
о lo que es lo mismo, el esfuerzo de corte es también igual a 


SI Cojaz, 
i 


echa del punto z. 
„ por tanto, la integra 


más las reacciones de los apoyos 


y Тах 
в 


de la función do cargas, siendo la constante en el punto O la reac- 
ción en este punto, cuando по esté 
La curva de momentos flectores viene dada por la integral : 


¿NOD osa: y= fu, de 


función a la que debe agregarse el momento de las reacciones a la 
izquierda del punto variable =. También puede expresarse dicho mo- 
mento flector por la integral a la derecha, más los momentos de 
las reacciones a la derecha. En el punto O, la constante es igual al 
momento total de la viga respecto de O, 

La tercera integral: 


Y Su dz 
multiplicada por la constante 1/27 representa la derivada y” de 
la función y que define la curva elástica; es decir, las pendientes 
en los diversos puntos do la línea elástica, o también las tangentes 
trigonométricas de los ángulos de giro que forman con su posición 
inicial las secciones normales de la viga; y como son ángulos peque- 
ños, las ordenadas y” miden aproximadamente dichos ángulos de giro. 
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Finalmente, la cuarta integral: 
y ў de 


multiplicada por 1/Ef representa la línea elástica, 

Con el intégrafo se obtiene, pues, rápidamente, sin más que 
integrar cuatro veces sucesivas: 1.9) la línea de esfuerzos cortantes; 
2.) la línea de momentos flectores; 3.) la línea de inclinaciones; 
4°) la línea elástica. 

La única dificultad de encontrar la constante en el punto O se 
resuelve como hemos indicado para la línea de esfuerzos y la de 
momentos; para la línea de pendientes, suele conocerse el punto en 
que la tangente es horizontal y en él es nula la pendiente, que- 
dando así determinada la constante, Para la línea elástica, se con 
«on puntos de apoyo, y en ellos es nula la ordenada de la curva 


Recta PRÁCTICA. — So construyo cada vez la curva integral и putir d 
cunlquier punto; por el de la curva obtenida, cuya ordenada dobe ser muin, 
según Ins condiciones del problema, se traza el eje 2 y la curva queda referida 
a él; pudiéndose integrar de nuevo para pasur а la curva siguiente, O bin 
xe conoce en un punto el verdadero valor X «lo la ordenada, во traza el с, 
puralolamento у а la distancia К. 


Лада Р hay que sumar P а las ordenadas de la 1." 


Si hay alguna carga 
integral al llegar а ese punto, y resulta una gráfica discontinuo, pero la 
integral, que representa los momentos floctores, es siempreo continua, 

Cuando sólo hay cargas nisladas, 1а 3.* gráfica cs una línea escalon: 
segmentos horizontales, 


Kanario. — Viga apoyada on «us extromos, con carga central. 
Si la carga on el punto medio єх 
Momentos: 


jus renceiones ou los extremos son; P/2 


y=—Pz; 
ме de la línea elástica en 
2/4 4 PHI 


y 
Línea elåstien: 


Pk(=3/12— 67/16) 


Nora. — Por simetría, busin hacer la construcción en la mitad de la iz 


quierda. 
Caso más general: carga no central. En la fig. 24 ostá resuelto por integra 
ción gráfica, omitiendo trazados auxiliares. Las reacciones se determinan por 
la ley de las fuerzas paralelas. 


EJERCI 


лов. 
1. — Calcular y construir la línea elástica de la viga empotrada en uw 
extremo y enrgada con dos pesos. 


2. — Viga apoyada en sus extremos con dos cargas simótrican 
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151. — Planímetros polares y lineales, 

Son aparatos que dan al área de un Fecinto plano cualquiera 
riendo su contorno con un indice en uno u otro sentido, 

El planímetro de Amsler, que es el más sencillo y práctico, 

consta de uma varilla A С № provista en su extremo de una ruedeci- 
Па R perpendicular а la varilla, 
Con el punto А se deseribe el contorno del recinto cuya área 
esea; el punto С está sujeto a moverse sobre una línea fija que 
eunferencia o recta según se trate del tipo de planímetro polar 
о lineal, Uno y otro se fundan en el mismo principio, que expone- 
mos a continuación, 


AAs 
== 
С, 


pii 
1 


Si una varilla de longitud 2 — АС leva una ruedecilla R en 
cualquier punto (*), que rueda sobre el plano al moverse la vari- 
lla, el área barrida por esta varilla es el límite de la suma de los 
trapecios circulares determinados por cada dos posiciones, cuando 
éstas tienden a confundirse. El arco central del trapecio mide: 


OM . dt = OR . di + EM . dt As фа. dt 


siendo As el arco rodado por R y llamando a — ЕМ. 


) En los modelos corrientes, 1а ruedecilla no tiene el centro en la mie 
ma varilla, sino que está montada en un ejo paralelo en un pequeño bastidor. 
Este corrimiento no altera el arco girado en Ја traslación ni en el giro. 
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La suma de árgas de los trapecios es, por tanto: 


X. OM . dt —1s, + lat 


siendo s el areo total rodado por la ruedecilla en ese movimiento 
escalonado de la varilla; pnes en los movimientos de deslizamiento 
sin rotación, para pasar, p, ej. de A, C, a A, C, no rueda К. 

Si se vonsideran posiciones intermedias y se repite el movi- 
to escalonado, el límite del primer miembro es el área barrida 
lel trapevio eurvilíneo ACC’ A”, y en 


mi 
por la varilla, ө sen el û 


el segundu miembro, laf es siempre el producto de la por el ángulo 
total £ 


la varilla s: tiene límite, Este límite es 
mente la longitud s del arco rodado por R al recorrer A la 
curva LV. Por consiguiente: 

El dren harrida por la varilla de longitud 1 es: Is + lat, 


girado por 


Praxímeruo Polak. — El punto € de la varilla está obligado а 
describir un arco de cireunfereneia, para lo cual está sujeto por una 
varilla a un centro fijo O. р 

Según la posición y tamaño del área que se trata de medir, dis 


mus dos casos: 


Primer caso. — El punto С deseribe un arco exterior al área, Bl 
ángulo total £ deserito por la varilla 1 es nulo, pues vuelve a su po- 
sición inicial sin haber descrito nna cirennferencia completa. 

El área engendrada por la varilla 1 se puede considerar como 
límite de la suma de trapecios circulares, es decir, por la integral 
de la expresión [1], luego resulta: 

El área engendrada por la varilla de longitud 1 es ls. 

Ahora bien : el área total deseripta por 1 se compone de una parte 
descripta dos veces en sentido contrario (y por tanto de suma mula) 
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más el área descripta una sola vez. Resulta por tanto: Sls; es decir: 
El área del recinto es el producto del brazo 1 por el arco des- 


cripto por la rueda R, al recorrer con el índice su contorno. 


Este areo s se obtiene haciendo una lectura inicial en el tambor 
graduado de la rueda R y otra lectura final al volver al punto de 
partida. La diferencia entre ambas lecturas es s; las dimensiones 
de la rueda y la varilla son tales que cada centésima de cireunfe- 
rencia por 2 es 1 ет”. (*) 

Segundo caso. — El punto С describe una circunferencia inte 
r a 8. Entonces ol ángulo girado por 2 es 2л, y tenemos: 


Arca engendrada por 2 es: 1s -- 2x al. 
El área 8 es igual a ésta más el círculo de radio r; luego: 


El área del recinto se deduce sumando al producto 1. s la cons- 
tante 
С пт 4- 2x al. 


Esta constante está dada on el aparato, у no es preciso caleu 
larla. 

PLANÍMETRO LINEAL, — Se distingue del polar en que el punto С 
está sujeto al eje de un carro que se mueve en el plano en una di 
rección т. Como al recorrer A la curva, describe С un segmento reo- 
tilíneo dos veces en sentido contrario, la fórmula es la misma del 
primer caso, esto es: S == ls. 


Puede llegarse a este mismo resultado y al cálculo de momen- 
tos, como se indica a continuación. 


(*) Por tanto, cada unidad de el nonio representa 10 mm, En muchos 
modelos puede hacerso variar la longitud 1 y para algunos de sus valores viene 
dada la unidad de área que correspondo a cada unidad de arco de la ruedecille. 
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152. — Integradores. 
El árca, el momento estático y el momento de inercia de un re- 
cinto respecto del eje z, vienen definidos por las integrales: 


=$ (y, — dr = f y de 
M = fdr fy . dy = Vs f (у, 
T= fdr fi? dy س‎ Y f in? کل(‎ фа? de 


ydr = ма ун". dr 


es r varía de a a b, 
después varía 2 


entendiendo que en estas tres integrales f 
tomando como valor y la ordenada superior Y, 
de b a а, tomando la ordenada inferior y, (*). 


Fundamentos de los integradores, — Poniendo y — 1. xen a, basta integrar 


lus tres funciones sen a. dz, sen? а. dz, senta. de, que son rombinuciones linea- 
los непе» de sen а. dz, cos За. dz, sena. dx, por ser: 
2 sen? a= 1 — cos 2 a. 
4 senî a = мла sen 3 a 


y estas intograles vienon medidas por las ruedecillas В, R’, E”, cuyos ejes tienen 
las inclinaciones a, x/2 — 2а, 3a, respecto del oje z, gracias al engranaje, in- 
садо en la figura, de las tres ruedas de radios r, Мт, %r. 

Si los arcos rodados por las tres ruedecillas son s, $”, s”, el Area y los momen- 


а")‏ — 38 )دا /د 


(0) Más adelante estudiaremos sistemáticamente cstas integrales, Шата 
das curvilineas, 


CAPITULO VI 


FUNCIONES PERIODICAS Y SERIES DE FOURIER 


Lección 40 
FUNCIONES PERIODICAS 


153. — Definiciones y clasificación. 
Una función f(t) se dice periódica, de período T, cuando para 
todo valor de ¢ satisface а la condición : 


FAT) —f(t) Т — período. 


y no hay ningún 7” < P con igual propiedad. 
La parte de curva correspondiente a un período cualquiera se 
llama onda y basta estudiar una-onda, puesto que todas son iguales. 


Función periódica alternada es la que tiene un semiperíodo; 
Mamando así al número 3 Т, si cumple la condición: 


I(t + YAT) — — f(t) 


Cada onda se compone de. dos 
L semiondas; una se deduce de la 
1+5 otra por traslación y simetría. 
O ч у” Ejemplo: sen ё, pero no tg ё. 
Períodos respectivos: 2x у л. 
Función par es la que tiene las ondas simétricas respecto del 


eje y, es decir: f(— t) — f(t). 
Ejemplos: сов t, sen? f. 


Períodos respectivos: 2л ул. 


T Función impar la que tiene 
las ondas simétricas respecto del 
origen, es decir: f(— t) —— f (t). 


Tales son, por ejemplo: sent y tg 44 t. El período de ambas es 27. 
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154. — Funciones armónicas o sinusoidales, 
Se 


nan así las del tipo: 


sento | 4) 


El argumento e а se Il "el 
para Im Û es la fase inicial; 
pasa por el origen de coorden 


El valor máximo de la Гат 


fase: 


lor a que éste toma 
ЖАШ 


fase in es mula, Ja 


es el número Ё y se Пата 
amplitud de la onda o de la función: el p riodo, o longitud de onda 
то de ondas o períodos contenidos en el seg- 
to Эл es 2x7, entero o no, y se lamn pulsación, 

Las 


es T= Br: el y 
me 


áfica de una tunel 


ual ех, pues, una sinusoide 
la proporción k:1, y las abs- 


lenadas está 
cisas reducida 


Nora, — El movimient 
presentado por wma función pe 
wisa dol punto móv 
segundos, y T e el periodo, 
contenidas en la unidad de ti 
por segundo. Aprox 
Cuando la función pe 
mn armónico, Puesto q 
angular por segundo (vas 


‚ un punta sobre una recta esti re 
iea w= /(0) del tiempo; «1 segmento y, abs 
sobre la recta, se Nama elungación, Bi £ se expresa en 
lama Jecenencia nl número n =1/7 de ondas 
nimero de vibraciones completas 
rur entero, 
al, vl movimiento vibratorio se Nin 
segundos, «o representa la velocidad 
«ción polar) y sustituyendo 


Ла Función se tran 


Estas funciones 
on Hlectrotóeniei. Si, 
eje de su plano en un 
olectromotriz de signos alternados си 


Fisica, sobre todo 
ngular gira alrededor de un 
mira en el circuito una fuerza 
c=, son af. 


155. — Representación polar de las funciones sinusoidales. 

Aunque estas nociones no correspouden a un curso de Cálculo, 
resumiremos algunas relativas а 
las Funciones sinusoidales (+). 

Si sobre una circunferencia 
“de radio k se mueve un punto con 
velocidad angular constante a 
vl momento £ habrá deserito el ra- 
dio v 


tar un ángulo œt y la pro- 
yección del punto sobre el eje y es 
el punto de abscisa y == %.sen ot. 


(*) У. р. ej. muestro Curso cíclico de Matemáticas, tomo Т. “Las mag- 
nitudes y las funciones elementalos””. Buenos Aires, 1924. 
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Al girar el punto con movimiento uniforme tenemos sobre el 
eje y un movimiento vibratorio sinusoidal cuya ecuación es 
y =k . sent, Si la fase inicial no es nula, sino а, la ecuación del 
movimiento es y == k . sen (% -+ a). 

Dadas varias funciones sinusoidales de i 
plitudes y fases distintas: 


паї período, con am- 


k, sen (wt 4 a) + kasen (ot а) H -... H Knasen COE аа) 


si las representamos en el momento { = 0 por los respectivos vec- 
tores de módulos k, ka .... Kn y construimos el vector resultan- 
te K, la ordenada de su extremo A es la suma de las ordenadas de 
los extremos de los n vectores: por tanto, dicha ordenada y es la 
suma de las n funciones en el momento ё, Al variar f, tenemos un 
movimiento vibratorio del punto Y sobre el eje y. que representa el 
movimiento vibratorio resultante, suma de los n movimientos dados. 


¡ca cualquiera y == f(t), si su período 
es Т, haremos un cambio de variable z == 214/1; 1 = 7/27, para 
que su período se convierta en 2x. Hecho esto, tiene importancia 
capital descomponerla en suma de funciones sinusoidales cuyas pul- 
saciones sean 1, 2, 3, ...., (o sen períodos divisores de Эл), es decir: 


f(z) =k, + k sen (£ + a) + kasen (22 + а,)-} 
+ .... H kaisen (ne + an) 


Por analogía con la Acústica se dice: descomponer una onda 
en ondag armónicas o en armónicos sucesivos; pero en general по 
es posible descomponerla en una suma de finito número de sumandos. 

La primera función sen (z + a,) que tiene el mismo período 9л 
que f(x) se Пата armónico fundamental; las siguientes se Патап 
armónicos 2.°, 3.°, 4., y sus períodos son: 


n ?л эл эл 
TCE E n 


El desarrollo en armónicos sucesivos puede descomponerse así: 


f(z) — k, + k, sen a, .eos ж -+ k, sen a, .cos2r -+ .... 
-+ k, -cos a, sen £H k,.cos а, хеп Эд 
y si llamamos a los coeficientes desconocidos: 


le som оу == аз; №. сов ау == Da Каче tts = б: Ki COS а = 
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el problema se reduce a encontrar el desarrollo siguiente, llamado 
polinomio trigonométrico de orden n: 


f(z) = k, + ч, cost + b, sen л + a, cos 22 + b, sen 28 + .... 
.... Han cos n£ -+ ba sen nE 


INTERPOLACIÓN TRIGONOMÉTRICA. — Es análoga а la algebraica (Шосе. 22); 
dada una función /(2) se trata do formar una suma де » armónicos con coefi- 
cientes tales que la función formada coincida con /(¥) рага т valores cqui- 
distantes. Veamos en un ejemplo, cómo se caleulan los coeficientes indeter- 
minados. 

Sea una función alternada de período 2x, es decir, tal que al incrementar 
on x cambia de signo; podemos, pues, suponer nulos los coeficientes pares y 
enleular solamente términos impares, para que al incrementar en л los senos 
y cosenos cambien de signo. 


Formemos una función de seis 
términos: 
a, соня 4 b, sen ж + 0, com dz 4 
+ dy nen 38 -+ 0, cos 52 -+ D, sen 5 
чое coincida con 7(2) en los pun: 
tos indicados en la figura. 
Recordando los senos у cose- 
O м E oe де 309 909, ete, se tienen 
6'0'6 ' в ' в ' в estas condiciones: 


yı = 4 уза hb, Бъ Уза 
ya = 140, + 4 V 3d — 0, 344 y узь, 

a — b, + by 

Ша ta уз та, — ма, — № V Bb, 
муда, d Hb, + 0 у 38, + 40d, 
++, 


Sumando y restando estas ecuaciones convenientemente, resulta: 
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Sumando y restando cada par de ecuaciones, salen los siguientes valores 
para los coeficienti 


(n=) + УЗО 10): 6 
ъ= LY ++» 29) + УЗ» + 999]: 6 
— (My) 
и.а): 

= [(›»—у,) — VEn — 443]: 6 

ъ= [о F Ye + 2y) — VS (Y + Ya) 

Caiculados estos coeficientes dibujaremos la curva que resulta de sumar 

estos senos y cosenos, la cual pasa por los 12 puntos fijados en la onda, y en 
los intervalos diforirá algo do ella, Si esta discrepancia ев tolerable, el proble- 
ma queda resuelto. Si по basta, dividiremos en mayor número de partos, para 
obtener mejor aproximación. 


—- Pueden darse fórmulas generales para la resolución del sistema 
de ccunciones; llamando a = x/m, resulta: 


man = Уу, соз на 
mbn = Ху, зеп kna 
dando а k los valores 0, 1, 2, ...., 2m — 1. 

Si el número m do intervalos оп quo so divide cl intervalo (0, x) va cro- 
ciendo, las sumas tienen como límites las respectivas integralos y resultan las 
fórmulas que estudiaremos en la próxima lección. 

El tránsito do la fórmula de interpolación que da uua función aproximada, 
а In expresión de ln fune una serio se logra, pues, intercalando 
puntos intormedios ex , de la fórmula de interpolación de 
Nowton (93) a la йо Taylor, que también da la función exacta en cierto en- 
torno de se se pasa haciendo tender £e ж... hacin зу. 


EJERCICIOS 


1. — Obtener aproximaciones sucesivas, dividiendo ol intervalo (0,2%) en 
2, 4, 6 partes, de la función; 
ж/4 para O< < 0" 
Y =—w/4 para ж < z < 2x 


2. — Idem para ol ejemplo 1.* do la lección siguiente. 
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DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE TRIGONOMETRICA 


157. — Planteo del problema. 

ión aproximada de una función periódica f(t) 
en n armónicos, es decir; la descomposición de f(t) en suma de se- 
mos de arcos múltiplos sucesivos, si bien puede ser sufi- 
ciente en algunos problemas de la téc atisfactoria en ge- 
neral ¿porque el grado de aproximación logrado sólo puede caleularse 
a posteriori; y si no es suficiente, precisa reanudar otra, con mayor 
número de divisiones del intervalo, 

Suponiendo reducido el período 7 al 2a por el cambio de va- 
viable т == 2xt/T, vamos a abordar el problema de la deseomposi- 
ción exacta de f(x) en infinitos armónicos, o sea el desarrollo en 
serie trigonométrica : 


nos ¥ cos 


а, no es 


f(z) = k, + @, Lcos æ + b, кена, оул i basen 20- 


.... apeos na 4 bu senne + .... m 


Con método analítico, supongamos que f(x) admite tal desarro- 
По en serie, integrable término a término, y veamos que los coefi- 
cientes están univocamente determi dos, calculando para ello al- 
gunas integrales elementales, 


158. — Integración de productos de senos y cosenos. 

Recordando el desarrollo de senos y cosenos de sumas y dife- 
rencias y suponiendo enteros los coc 
diatamente 

Para integrar productos de senos у созе 


ntes m y n, resultan inme- 


> de múltiplos де £ 
los transformaremos en suma o diferencia de senos o cosenos: 


а, 2r 
f sen mz cos па бе Ye f [sen (эп 4 nje + senim н) | de = 0 


РА 2r 
$ cos mz.cos па. аз == Y f [eos (т -+ n)a + cos (m — n)a] de = 0 


ar . 
зеп mz .sen no. de — te f [cos (m—n)2 — сов (эп + 1)2] de — 0 


puesto que las funciones primitivas son senos o совећа, que toman 
igual valor en 0 y en 2r. 
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Sólo un vaso hay en que el resultado de las dos últimas integra- 
les по ез nulo; cuando sea: т == n; pues siendo cos (т — п) == 1. 
resulta de las fórmulas anteriores: 


т zr 
f сон nr dr am Y f (1 сох SRE) е 
2r zr 

У епн <= Ya $ (1 — cos 2н) йг —x 


159.—Cálculo de los coeficientes de Fourier. 
Supuesto el desarrollo [1] do f(x) en se 
cómo se determinan muy fácilmente sus coeficientes. 
Para calcular k, integraremos ambos miembros entre 0 y 2r, 
y en el segundo miembro se anulan todas las integrales (según el 
párrafo anterior) excepto la primera, que vale 2rk,. Por tant 


ntegrable, veamos 


Эл ky = $ f(x)dx 121 


valo (0,21). 
mbos miembros por eos u е 


о sea: k, == valor medio de f(x) en el int 


Para calcular 4, mul 


¡caremos 


integrando se anulan todos los términos excepto el а, у resulta: 
ar 
Sf) eos nede — f a, cos? Na. = tn л. 


Análogamente para determinar /, multiplicamos por sen ns е 
integrando obtenemos: 
зк 2r 


JS f(z) sen nr.de = f b, sen? nedz m bn х. 
è : 
Despejando а, y ba obtenemos las fórmulas generales: 
үз 1” 
df f(z) cosnzde о ba > f f(s) чеп nede [3] 
z3 Н 


Cada coeficiente de la serie de Fourier viene dado, рог con- 
siguiente, por una integral en el intervalo (0,2) que puede caleu- 
larse con la fórmula de Simpson, соп el intógrafo o gráficamente. 
Hay aparatos especiales, compuestos de varios intégrafos que dan 
mecánicamente los coeficientes sucesivos; se llaman analizadores ar- 
mónicos y ellos nos ocuparemos después. 

Resulta, pues, que si f(z) es desarrollable en serie integrable 
[1] tal desarrollo es único; y sus coeficientes vienen dados por las 
fórmulas [2] y [3]. Ahora bien: dada una función f(x) periódica, 
¿cómo reconocer a priori si admite o no tal tipo de desarrollo? 
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Podemos calcular los números [2] y [3] que llamaremos coefi- 
mtes de Fourier de la función (en abreviatura: e. F.) podemos 
wmar con ellos la seric de Fourier (en abreviatura: s. F.); pero, 
lo que es mucho más Гей, su- 
marlas y demostrar que umente f(x)? 
Afortunadamente para todos los que precisan este maravilloso 
rumento analítico, xin poder estudi fondo su difícil teoría, 
vJ criterio práctico (que demostramos en las Notas) es sencillísimo, 


160. — Desarrollos de tipos especiales, ò 
е abrevia notablemente el cáleulo de coeficientes cuando la 
función es de estruetura especial. 


¿cómo probar su 


Observemos ante todo que se puede tomar como intervalo de 
integración (—=, -aj en lugar de [0.24]; pues por la periodi- 
cidad del integrando, resulta la descomposición : 

2л a 2л л ө 


$) conca $ =$ $ 


y análogamento para la fórmula qu 


1° Si f(z) es impar, es decir, fi r) == — f(7), el integran- 
do f(2)cos me, toma en |— x.0] valores opuestos a los que toma еп 
10,1], luego Jas dos integrales son opuestas у resulta a, = 0. Por 
tanto: 


a — a а... — 0, 


es decir: EI desarrollo de una función impar, sólo contiene senos. 

2e Si firi es par, es decir, f(—r)— fir), el integrando 
f(z) sen тг toma cn [— x.0] valores opuestos a los de [Ox], por 
causa del factor sen ил, luego resulta nula la integral que expre- 
ва da. Por tanto: 

b=b=bh=....=0, 

es decir: El desarrollo de una función par sólo contiene cosenos. 
i f(x) es alternada, esto es: f(r + x) «== — f(2), resulta que 
ul incrementar т es x, si n es número par queda el arco incremen- 
tado en múltiplo de 2x; luego tanto cos nx como sen тл toman el 
mismo valor, mientras que f(x) toma el opuesto y por tanto las in- 
tegrales que definen а, y Б, son nulas. Es decir: 


0= .... س ааа‏ په 
0= ...= ن کن س را 
El desarrollo de: una función alternada sólo contiene múltiplos‏ 
impares де la friable.‏ 
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:presentada en la figi 


ө; ве tione: 


а, = /2 
=== п > an =J eosnt . dt +0 =0 
E а ШЕ: И 
ba =Fsonn tdt 40 


y siendo csta última igual a 2/0 o bien nula, según que n sea impar o par, 
resulta el desarrollo: 


т БЕП 2.son St 
-+ + + -+ 
8 1 с 5 
Но observa que para t=O, m, 2m, .. aha y 2, cs decir: ol pro 
modio de los dos límites a derecha e ixquicrd 


En cambio, para £=w/2, resulta: у = ¥. 
Eseurio 29 — Sea la onda: 


y= к/а entro Vcr Ce 
y=- т/а para r<z Cr 


desarrollo sólo contiene 
sonos do múltiplos impares, por 
la función impar y nitor 


En la figura so han dibujado los tres primeros términos y su ж 
ver como se va aproximando ` la función dada, al tomur térmmos 
дө la serio. 

Vsexpio 3° — Sen la función definida por los sogmentos do parnielas a 
la biscctriz trazados por los puntos nx. 

Por ser función impar (es decir: /(— t) LC) el desarrollo sólo 
contendrá senos. Calculados los coeficientes, resulta fácilmente: 


songt sen 3t 


10) = son — 


Y aquí también se va que para t= 
promedio de la discontinuidad. 


Кзкмрго 4° — Efectúenso los desarrollos le estas funciones: 


сов дж. 
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161. — Analizadores armónicos. 


Son aparatos que determinan automát to los primeros coeficientes del 

е a, con un número finito de 
у т peder realizar simultánea» 
mento la multiplicación do f(r) por el coseno о seno de ar, y la integración 
entro 0 y 2x, transformaremos por partes las integrales que expresan los cow 
ficientes, en esta forma: 


nf conn zt 
аууп 


бубон n z) = усе 
уе. (созт к) = >y 


равана 
sara feosnz dy 


luego integrando entre 0 y 2e y dividiendo por or result 


dobiendo extendorso ambas d 


EL cálculo do estas integrales se efectúa mediante una esfera quo gira al 
rododor de un diámetro horizontal paralelo al ojo r. 


2=0 haa = Se. 


En un bastidor horizontal huy dos ejes perpendiculares entre xi que Пе 
van sendas ruedecillaa r y т las cuales tocan a la esfera on puntos del círculo 
máximo horizontal. La sección por cto plano horizontal está representada por 
Ла fig. 1% y la sección vertical en la fig. 2^. Debajo de la esfera y tangente 
a olla hay un disco de ancha Пата; si ésto gira un arco Ay, también la cl 
cunferencia meridinua de la esfera gira Ay en sentido contrario, y los puntos 
de contacto do las ruedecillas rr” describen sobre la esfera circunferencias me- 
nores, paralelas a dicho meridiano; las longitudes de estos arcos de cireunfe- 
rencia son proporcionales a los radios respectivos, luego al girar Ay la esfera, 
Ла ruedecilla r gira sen a.Ay, y la rucdcoila т gira cosa. Ay. 

Bastará, pues, un mecanismo que obligue girar en su plano 
horizontal do modo que en todo momento se y como la varimblo 
independiente es y, siendo por tanto Ay "arco total girado por т será 
la integral definida quo figura еп da, así como la reedecilla г” marear como 
arco total girado In integral que figura en bn 

Estos números leídos directamente en lus graduaciones que acompañan a 
r y Y, bastará dividirlos por mx, para tener los coeficientes an y ba. 

El aparato determinará tantos pares de coeficientes como esferas tenga, 
(еп la figura so han represontado tres esferas solumento). El término cons 
tante a, del dosarrollo so determina por un planímetro o intógrafo, puesto que 
su significado es el úrea limitada por la onda con el eje z, dividida por 2x. 


ass DESARROLLO EN SERIE TRIGONOMETRICA 


Desoripoión del modelo Henricó Coradi. — Consta de un gran bastidor pro- 
visto de tres ruedas Б En Ey, de modo que se mueve solamente en dirección 
perpendicular al ejo z; sobre uno de los lados de esto bastidor so muevo en 
un intervalo 2x un carrito el eua) lleva unido un estilete Р que pormito rocorror 
la curva dada, Al pasar desde ol punto P al Р”, el carrito so ha movido Az 
sobre el gran carro y ésto a su vez se ha movido Ay en la dirección del eje y; 
los discos situados debajo до las esferas, las cuales van invariablemente unidas 
al oje e de las ruedas К, E, giran como éstos Ay (*) y esta rotación es tras- 
mitida a las esforas, y de éstas а las respectivas ruedecillas r, т. 


7 25 


Al comenzar a recorrer In onda, desdo la posición extrema Р, dol carrito, 
todos los bastidores están dispuestos do modo que la ruedocilla т do cada uno 
toca en ol diámetro do giro do las csforas, cs decir, de modo que el ángulo a de 
la figura es nulo. Bastará, pues, que al avanzar z el carrito, el valor de а on 
cada bastidor sea respectivamente z, 22, 37, 4x, .... y esto so consiguo #6. 
cilmento, porque el carrito lleva atado en sus extremos un hilo do plata que 
haco girar los bastidoros mediante polcas situadas horizontalmento en 1а parto 
өарегїог del aparato ,formando cuerpo con dichos bastidores y cuyos radios 
son, respectivamente, 1, 2, 3, ...., de modo que la primera polea da justamente 
una vuelta, al avanzar 2x el hilo; y cuando ésto avanza z, la polea, у con ella 
ol bastidor que soporta las ruedecillas rr’) gira un ángulo а==т; ol bastidor 
do la segunda esfera gira un ángulo 2z; el tercero gira 32; ete. 

En resumen, los coeficientes a, bi; as ds; .... se obtienen dividiendo las 
lecturas en las ruedecillas del primero, segundo, .... bastidor por 1, 2, 3, 


(*) Si, como suele suceder, estos discos de ejo e tienen menor radio que 
las ruedas Е, E, el arco girado no será Ay sino A Ay siendo A la razón de k 
radios y еп vez do multiplicar por 1/ж las lecturas finales en r y Y, la cons- 
tanto será distinta; рага cada aparato la graduación do las ruedas r, ” está 
hecha teniendo en cuenta esta constante, de modo que basta una simple lectura. 
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1. — Lema de Borel. 


He aquí una sencilla propiod: 
no valo рага los 
finito, os muy útil en 


los intervalos completos [a,b] que 
por efectuar el tránsito de lo infinito a lo 


Si cada punto de un intervalo completo [а,Ь] tiene ин entorno, hay un 
número finito de éstos, tales que cada punto del intervalo tiene alguno de ellos 
como entorno. (BOREL). 


Supongamos, por el absurdo, que pura todo conjunto finito de talos e 
tornos е haya puntos z n seendo [a,b], en alguna de sus mitad 
[а,, 0,3 habrá de tales puntos; bisecado óste, en alguna de sus dos partes, que 
Mamaremos [an 0,), acontecerá lo mi Por el teorema (11) do las ви 
cesiones monótonas convergentes, nto E. contenido еп todos estos 
intervalos, el cual, por la hipótesi Чот « uno de los entornos e; у éste 
ен también entorno de todos los puntos de los [а,, bn] que desde un n on ade 
Jante son interiores a 61. Habíamos supuesto que no podían cubrirse con ningún 
número finito de entornos ¢ y resultan cubiertos con un ¢; contradi 
prueba la imposibilidad de tal supuest 


Ejercicio. — Asíguore n cada z de (0,1] 
no os posible cubrir todo ese ii 


Vemos, asi, cuán өчө 


entorno (142, 2) y v 
servalo (0,1) con número finito de tales 
cial es que el intervalo sen completo. 


2. — La continuidad uniforme. 


Para captar Iu 
ejomplo. La función y 


portante concepto, nada mej 


que un 
» todo punto distinto de O, como 
formando el incremento: 


eh > ГРУ 


Hamundo y, а la ordenada correspondien 
te al punto 7 +A. 


Si ве elige p. ej. ¥ = 4, у = para lograr que sen | AY | < 0,1 bastara 
evidentemente tomar | #| 51; poro esta amplitud resulta ya excesiva en cl 
punto z= 1, pues en ól es y=1, mientras У, toma on ol entorno de radio 1 
valores arbitrariamente grandes. Es claro que se logra hacer Ay menor que 0,1 
tanto en el punto 4, como en cl 1, tomando | A | 50,1; pero también esta am- 
plitud resulta excesiva para todos los puntos comprendidos entre O y 0.1, pues 
en entorno de tal amplitud hay valores y arbitrariamente grandes. 


Drrixición. — La continuidad do /(x) se dice uniforme en un intervalo, 
ві para cada e >0 existo otro número positivo 5, tal que | 7(7) — f(7) | < ¢ 
рага todo pur de puntos 27,2” que distan menos de 5. 

Resulta, pues, que la continuidad do 1/7 no es uniforme en ningún intervalo 
(Оа); pues aunque en un cierto entorno de cada punto los valores de f(x) 
difieren dol que toma en ól en menos de e y por tanto difieren entro sí en me. 
тов de 2e, como hay infinitos de tales intervalos, y los hay arbitrariamente pe- 
queños, no es posible elegir una-amplitud minima, válida рата todo punto z. 
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si el intervalo de continuidad es completo (tal p. ej. el [1,2] 
pura lu función 1/7) ve aplicable el Lema Че Borel, y si 3 os la amplitud 
ima de los entornos elegidos para cubrir [a,b], dos puntos 2,2" que dis 
ten menos de 3 deben estar mo, e азо los valores de 
f(a) difieren en menos de 2e; o bien en dos entornos con punto común, у 
on eso punto difiere f(z) de /(4) y de 702") menos de Зе, luego éstos difieren 
entre sí menos de 4e. Por tanto 

Toda función continua cn íntercalo completo es uniformemente continua 
en ё. (HEINE). 

De esta uniformidad hemos hecho uso en la Nota де Тесс. 53, sobre recti- 
ficación de eurvas, y ahora vamos a deducir otro importante teorema. 


3, — Integración de funciones continuas. 

Homos demostrado en (130) que sun integrables Jas funciones monóto 

mas (continuas o discontinuas) y más en general las que son monótonas en 
intervalo parcial de una cierta partición finita del intervalo [ab]. 
omento diremos: funciones que cumplen la condición de Diriohtet. 

Otra clase importante es la de las funcivnes continuas en intervalo com- 
pleto [4,0], y por tanto uniformemente continuas, en virtud del teoremu do 
Heine, Siendo, en efecto, menores que е todos los incrementos Ay, es decir, 
todas las alturas de los rectángulos que encierran la curva (130), eligiendo los 
Ar inferiores a un cierto 8, (lo que ncontece desde unn partición en adelanto) 
Ла suma de todas sus rens es: 


8 < ell, 


о 4,0) = e (ba) 


Siendo, pues, esta nte pequeña, resulta: 

Toda función contínua en intercalo completo, ех integrable en él, 

El probloma de la primitiva, que xólo еп casos particulares encuen- 
tra solución nìgoritmiea, queda así resuelto para todo integrando continuo; 
puer la integral de f(z) en [a,7] (que puede construirse con el intógrafo), 
es primitiva de f(z). 

Pudiera ereer el lector que para calcular tales integrales definidas lo mo- 
jor es obtener proviamento la primitiva; pero tal problema es en general irre- 
soluble. Así, р. ej, sî /(2) = є-єз, el eáleulo de la primitiva, que interesa en 
Probabilidades, lo hemos hecho en (192) aproximadamente, por desarrollo en 
serie, y en ol Apéndice tabulamos los resultados. (*) 


(*) Esencial en tales cálculos aproximados es la acotación del error, pura 
sabor cuantas воп h . 

En vez de adoptar como cota de error el primer tórmino despreciado, co- 
mo hemos hecho en (142), algún autor obtiene cota mucho mayor рог mo uti- 


der Matnnni, Пера 1801, PAE `5бэ, “da eré mismo término ¡lvidido por 
1— a: (m F1). 

Resulta así que si ве toman tres términos, у es р. ej. 2221,9, su cota re- 
sulta 10 vecos mayor que la muestra; si es х — 1,99 resulta 100 veces mayor; 
y siendo yn grosera la aproximación раға z> 1, tal imprecisión de la cota 
Та hace inservible. 


COMPLEMENTOS DE CALCULO INTEGRAL 191 


4. — Rectificación de curvas. 
Aunque sale del marco del Cáleu 
de las curvas, darentos algunas nociones «lel problem: 
Los perimetros de las poligonales inscriptas en un arco finito crecen al 
interculur nuevos vértices; luego caben dos eusos: si superan а todo nún.ero, 
el аген se Пани no sectificable, o ıd infinita; si tales perímetros cs 
tún wotados, tienen según (11) nn «ue se Шата longitud del arco, 
éste viene sindo por fun tinun, ya hemos demostrado (219) 


que es тетиги anza а los extremos, puede 
тези 


1 e integral el estudio general 


Ме: pero 
ificuble el urco. 


Как. — Tar бане s. sen (дё), estudiada en (9), tione 
derivada continua, salva en el or suloptan como vértices los puntos 
de contacto con ius hisectrices de lox ejes, y Ins intersecciones con el ejo s, 
las longitudes de Jos lados obl а iw ordonadas correspondientes, 
tuyas sumas de valores absoluto 


superan а tudo ы 
ficable, mi tampoco cual 1. 
Las funci (¥) se Mama de variación acotada en (а,Ь) кі las sumas 
pam toda división de (а,Ь) en número finito de partes, son inferiores 
oro fijo, 
EL razonamiento hecho para el ejemplo anterior demuestra en денег! 
que si 7(7) ex de varinción no acotada, el arco no es rectificable. 
Si la curva viene dada paramótricamente por lus funciones #(), y(t), 
o cada cuerda es menor que la suma de los entetos | Az | | AY |, quo da 
tienen por hipotenusa, resulta: si están acotadas ls sumas X | AF | у X| Ay |, 
ex decir, si (f, v(t), son de variación acotada, la curva єз rectificabie. 
n cambio, si alguna de ellas tiene vuriación no acotada, como lay cuerdas 


тек que lox catetos, la curva no es rectificable, como ве vió on ol 
' Queda ані demostrado: 


Condición necesaria y suficiente para que un urco sea rectificable, es que 
las funciones que lo definen scan de variación acotada. (JORDAN). 


5. — Series e integrales sobre intervalo infinito. 

Aunque el concepto de integral definida nace de un proceso infinitesimal, 
ofrece parecido al de suma finita en sus propiedades lineales у de monotonía 
obtonidas en (130). La analogía so hace más patente al combinar ambos algo- 
ritmos con ol paso al límite para formar series en un caso, e integrales en 
ántervalo infinito, en el otro. He aquí las definiciones correlativas: 


Sa A 


«од la diferencia de que n debe tomar valores naturales en el Ler caso, y toma 
valores reales cualesquiera en el 2%. 

La integral como la serie, ве llama convergente „divergente, озойаніе, se 
gún que el límite sea finito, infinito o existen 
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andu el integrando es positivo sôlo cube 1а convergencia у in divergen 
vale el criterio de comparación, como en las series (30). Así р. ej. pues 
to quo In integral de e+ converge, pues su primitiva — ¢ =a» 0, también con 
verge la integral si el exponente de ¢ es 22 < x. Tal integral de e-7, 

indes y tenría de errores, se caleulari 


mplo sencillo en que s presentan les dos caso 
шене, es la integral 


fm r 


Ni wm < — 1 os m 1 negativo, 
la integral conterge. Si m > —1 diverge. Si » 
garitmo que crece infinitamente, luego diverge la integral. 

Tutorosanto es serie Sulm) con {ч(жу4у cuando wir) эш 
decreciente, Si ве construyen los rectángulos por defecto y por exceso (130) 
adoptando como cscala «le partición los números 0, 1, 2, 3, ...., resulta q 
las sumas N, y я, que acotan ln integral sobre (9 ну son sumus pared 
la serie; si ósta converge, también la integral, por ser sus integrales parci 
nonores «que las correspondientes Sọ; si la eerie diverge, os decir, si las 
*, crecen infinitamente, diverge la integral. Por tanto: La serie y lu integral 
de función deoreciente tienen igual carácter. (Criterio de Мас ашны) 
зыми. — Ia serie armónica goneral: En-A vone igual caránter que la 
integral do 27А, luego result: 

Bi h1 lu serie diverge; ні A > 1, ronvorge 


iiim L 790, моки 
la primitiva os el o 


6. — Convergencia absoluta y condicional. 

También para integrando que toma valores positivos у nogutivua subsista 

la analogía con las series. Llamando /,(2) а la función que coincide con / (=) 

dondo ósta os positiva, y valo 0 ca los demás puntos; у análogamente 

f(x) =—f(z) dondo f(z) es negativa y mula on el resto del intervalo (a, оо) 
св f= f, — f, y repitiendo mutatis mutandis los razonumientos (05) resulta: 

Si converge la integral de | f(2) |, también converge la de f(z), Esta con 
vergencia se Пата absoluta; pero cabe ln romvergencia condicional de f(x) 

que no implica la de 1702) |. 
Ejemplo importante de 
vondicionalmente convergente 


бешт! 


ES 2r IR nawy 


Su convergencia se ve inmediatamente (30) observando que lua áreas de 
las ondas de sinusoide van decreciendo al стссег el denominador у tienden а 0. 
La divergencia de la serie de valores absolutos resulta por comparación ¢ 
In serie armónica" El/n. 
Más difícil es la evaluación de la integral arriba indicada (У. Elementos 
de la Teoría de Funciones). 


Esrucioto. — Demuéstreso la divergencia de las integrales sobre (0.00) 
de las funciones siguientes: 


sento costa sent ra 


= z z 
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— Criterios de Abel y de Dirichlet 
Sumación por partes, — Desde Abel so usa frecuentemente en la teoría de 
series la siguiente transformación, correlativa do la integración por partes: 


Llamando Um=t Hm -H -e Eto о 0, la sumas 


+ 


SE +. 
puede escribime asi 
Sa 


13 


(U, — U) + %, (0,— Ds) + vo H ua (Un Caa ) 
Ua nF С) A Dtm) +... беа er) 


igualdad que puede adoptar forma análoga a la de integración por partes, 
usando la notación (93). Deduzcamos dos importantes consecuencias. 

Si laa Uu están acotadas, es decir: | Un | < K, los términos del 
¿prescindiendo del 1.°), son menores quo los términos de la serie 

ы) бв) < 121 
luego aquéllos forman serio absolutamente convergente. 

En cuanto al término inicial U, v, tiende a O si v, -> 0, luego Хм, v, con: 
verge. También si U, tieno limito, "es" decir, si In serie Xu, converge, puesto 
que v, tiene limite, por ser decreciente positiva. 

Tenemos, pues, dos conclusiones: 

La serie Xu, v, de factores v, positivos y decrecientrs converge si se owm- 
ple una u otra de estas dos condiciones: 

Converge la serie Eu, (Criterio de Anzi). 

Las sumas parciales U, están acotadas y v, -»0. (Criterio do DIRICHLET). 

Nora. — En ol primer caso resulta | S| < К; cn el segundo coso 
18| < Shun. 

Correlativamonto so demuestran ambos critorios рата las integralos, Apli- 
ondo ol de Dirichlet а 1а integral do (sonz)/z, resulta su convergencia, por 
estar acotada Ja integral de sen т, y tender a 0 el factor doerocionto 1/2. 


miembro 


ries funcionales. Convergencia uniforme. 

Las series de potencias y las trigonométricas son dos tipos particularos de 
las series funcionales dol tipo general: 

f) мав) +(e) +... „(+ ш 

De igual modo que la aproximación de una función continua f(z) а su 
valor dependo do a, es decir, ln amplitud del entorno en que el error es 
|000) —f(0)| < e, varía con a, así también el número do términos de la se- 
rio [1], necesarios para quo su suma difiora de /(7) menos de e, dependo do 2. 

La convergencia so dico uniforme en (a,b) si рага cada ¢ <0 existo 
un número т de términos tal que dicho error, o sen el resto de la serio, ев 

Ган (а) Fale) +... ]<e 
cualquiera que эса el punto = de (a,b). 

Consideremos, р. ej, Ја sorie geométrica 1-24-22 
an:(1—2). Si es £ = 36, basta tomar 5 términos para que tal 2 
si os z= 3% во necesitan 12 términos рага lograr esa misma aproximación; y 
tal número crece indefinidamente al acercarse = а 1. La convergencia no es, 
por tanto, uniforme en el intervalo (0,1); lo es, sin embargo, en (0,0) si es 
а <1, pues siendo convergente la serie: 


1+а+фа + 


++... 
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so puede tomar n suficiente para que sen el resto < ez y como la serio pro: 
puesta 1-4 z-s 4 .... tieue los términos menores, su resto será < є, desde 
ese п еп adelante, pura todo 7 < о; y también para valores negativos, tales 
que [| < a. 

Esto mismo razos 


niento es aplicable con mayor generalidad, y resulta 
este eritorio llamado de la serie mayorante, o de Welerstras 
1. — Si las términos н, son en valor absoluto menores que los términos 
а, de una serie numérica convergente, pera todo x de un intervalo, la serio 
Хы, (2) converge wniformemente en él. 
Ані, por ejemplo, la serie trig 


son sener 


Fun 


po renl, pues la serie numérica mayo- 
se vió en (41), y como resulta asimismo del eri- 


torio do Mac-Taurin. 

La Nota de (ие 7) permite formular otro eriten 
чеми: 

П. — Convergr uniformomente en (a,b) la seria Zu, (2)'9, (Un deorecien- 
tes) sê las sumas U, (х) están acotadas uniformemente, es dect; | U,(2) | < К, 
para todo к de (0,0), y además se verifica; 9,» 0. 

En об según dicha nota, ев "< bey, у desde un n кө conserva 
<e, para todo z de (0,8). 


) que llamaremos de Di- 


rme reside, sobre todo, 


т. 1. — Si los términos de una serie f(x) =Eun(x) uniformemente con- 
vergente en (a,b) aun funciones continuas єт cl mismo, también lo os la suma 
de la serie. 

ča efecto, descompuesta f(7) = 8„(х) + А, (2), Mamando б„(г) а la mu 
ma de los n primeros términos у Æ, (7) ul resto, el incremento de /(2) вө des 
compone акі: 


f(z 4 b) f(r) = [Sq (24M) —8, (293 + Д, (е +) — Ra (2) 


Siendo z interior ul intervalo (a,b) y elegido h de modo que z +A lo son 
también serán por la supuesta uniformidad de la convergoncia inferiores а e 
юп valor absoluto los dos restos que figuran en el trinomio para un cierto fn- 
dico n. Así fijado m, el incremento de la función continua а, (2) que figura 
en ol paréntesis, puede hacerse < е eligiendo |A] <ð; luego para tales in- 
crementos de z ol incremento de /(z) resulta < 3e. 

Si z es uno de los extremos del intervalo, resulta continuidad a In derecha 
de a, y a ln izquierda de û. 

Otra propiedad importante es la integrabilidad término a término: 

Т. 2. — Si la serie de funciones continuas (©) =E4, (2) converge uni- 
formemente en (a,b) la serte de las integrales definidas en (a,b) es igual a 
la integral de la serie. 

Si designamos por U, la intogral de и, (2) y por F la integral de la fun- 
ción también continua f, Fesulta, integrando los dos miembros de la igualdad: 


HD = тм) +... F(z) + K,(2) 


COMPLEMENTOS DE CALCULO INTEGRAL 195 


que la integral К) difiere de la suma Dcr) + .... 07, (ж) оп la integral 
del resto; pero siendo éste menor que r, desde un n en adelante, su integral 
D(z) + Uso) +... converge y mu suma es (к). 
жетй menor que e(b— а): luego tal diferencia tiendo a 0, es decir, la serio 

Esta prop generaliza la ya demostrada en (101) para las series de 
Potencias, que hemos aplicado fructuosamente en (107) y (109), 

Como corolario resulta 

T. 3. —- Ex legítimo derivar término a término una serio YD, (т) = F(z) 
si converge uniformemente la seri de derivadas Хч бт) =Í(2), es decir 
Лоу = Р. 


10. — Relación entre los coeficientes de Fourier de primitiva y derivada. 

El concepto de ronvergencia (9 y 30) por aproximación indefinida, debido 
a Wallis, y rigorizado por Bolzano y s dificultades para 
el cálculo vo ntegración término n 
tórmino la hemos apoyado (n.e 9) gencia uniforme en todo el in- 
torvalo ¿pero ta) hipótesis restringo mucho el aleance de la teoría de las sorios 
trigonométricas, poco «desarrollada todavía por esa causa. 

Adoptemos en «ambio desarrollos er lo de Fourier, es decir, expre: 
senior con el signo ~ lu relación entre y жа S, Fa сцуол сое 
ciontes se cnleulan por Ins fórmulas de Euler (159) y escribumo 


m f) x Say. 


pa que las sumas sucesivas Sp dle estu serie ке aproximan indo- 
finidamente a f(x), pero midiendo el error do modo distinto al de Wallis, y 
más bien análogo a la distancia cartesiana ;pero ahora sólo interesa notar 
cuán sencillamente se opera con estos desarrollos, Calculo el lector los е. F, de 
la función F(z), integral de f(r) en (0,7): y suponiendo Д, 0, una sencilla 
integración por partes le conducirá n estos coeficientes: A 
B, = о„/п pues los términos F(x) sen nx, F(7) cosmx se anulan рата х = 
рот ser (Za) = т Resulta axî la mueva serie de Fourier: 


b, cos nr ap- sen na 


12) rwa- ор _ 


Та s. F. de la primitica de f(z) se forma integrando término a término 
la s. F. de f(x). 

Bi la 720, subsiste ln conclusión, siendo F(x) la integral de f(2) — ky lo 
que equivale a agregar el término Жул а la expresión anterior. 


11. — Unicidad de la función definida por los coeficientes de Fourier. 

Los e. F. de las funciones continuas pueden considerarse como coordona- 
das que determinan cada función. No son ciertamente números que puedan 
darse arbitrariamente; pero de haber alguna función continua con e. F. pre- 
fijados, ésta en única. De otra modo: Dos funciones continuas con los mismos 
в. F. son idénticas, 

Puesto que los e. F. de /,(x) — f(#) son las diferencias entro los е. F. 
correspondientes de ambas funciones, bastará probar: 

Si una función continua periódica f (¥) tiene nulos todos sus o. F., es idén- 
ticamente nula. 

Supongamos que en un punto de continuidad по sea mula. Adoptado eso 
punte como origen, sea /(0) =2k > 0; y por la continuidad, será f(x) >й en 
un cierto entorno (—2h, - 2%) el cual disminuiremos, si es preciso, a fin de 
que sea cosg > 14. 
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Puesto que son nulas las integrales de /(2) соу ња y de /(2) sen mz, tam- 
bién es nula la integral de f(z) por cualquier polinomio trigonométrico, por 
sor combinación linenl de tales integrales, Por tanto: 


p 
Sima 
в 


оз + cos ¥) dz = 0 m 


pues desarrollando la potenci 
+ o(eosz)2 


prosan lineal 


resulta un polinomio del tipo a} b . сова -+ 
y es sabido de Trigonometría que estas potencias se сх 
le mediante соз ¥, sen 7, cos2z, sen 2¥. ... 
La gráfica del trinomio es la cosinusoido trasladada ol segmento 
1—cosh > 0; luego dicho trinomio es mayor que 1 on (— А, h), igual a 1 
en h y —h; menor que 1 en valor absoluto en el resto. Más айд: como en ol 
punto 2h valo: 
J — cosh «+ (2 cost A — 1) = cos A ( 


osh 1) < conh < 1 
ві M ен una cota superior do f(x) el valor absoluto del integrando en (2h, n) 
y еп яш simótrico (—m, — 2h) es menor que M(cos A)", número arbitraria- 
mento pequeño al crecer т. En cambio, la integral en (— 2h, 2A) es mayor que 
en (—h, h); y еп éste, como el integrando supera а К, dicha integral cs ma- 
yor que 2hk para todo n: Por tanto es imposible la anulación [1] 
Suponer /(z) z0 implica, como se ve, contradicción соп la i 
luogo debe ser /(x) nula en todo punto. 


aldad [1]; 


12. — Tipo 1. La serie de coeficientes converge absolutamente. 

Si la в. F. de Ja función continua /(®) resulta uniformemente convergente 
on todo el periodo, su sumu ев una función contínua (Т. 1); y como en virtud 
de (Т. 2) son legitimas las operaciones efectuadas en (159) para deducir lou 
o. F., resultan los mismos a,» 0, que para /(©); рог el teorema (по 9) do uni 
cidad, ambas funciones son la misma; o sen: Si la s. P. de la función periódica 
continua f(x) converge wniformemente, su suma es f(2).  . 

La convergencia uniforme no es propiedad que salte a la vista; poro so 
vo inmodiatamente en este caso importante: cuando la serie de cooficientos 
converge absolutamente. 

En efecto como los senos y cosenos no superan а 1, es aplicable el criterio 
de Weierstrass (п. 8) adoptando tal serio como muyoranto y resulta unifor- 
memente convergente la s. F. on todo cl campo real; luego su suma es preci- 
mento la función continua /(2). 

Quedan así demostrados los desarrollos dol 


plo 4. dados en (160). 


13. — Tipo Il. Los coeficientes tienden decreciendo a 0. 

En los ejemplos de s. Е. desarrollados en (160), en los tabulados а conti- 
nuación, y en los que figuran en los manuales para ciencias aplicadas, se observa 
que los coeficientes son todos de igual signo, o bien alternados. 

Obsórvaso, además, que tales coeficientes son monótonos en valor absoluto. 
Veamos los-diversos casos que ве presentan: 

Primer caso. Si los coeficientes a, son positivos y tiendon а O decreciendo, 
es aplicnblo a la serio Xap cos nz el criterio do Dirichlet; pues recordando (Aná- 
lisis algedraioo, pág. 499) 1а expresión: 


TE sp cosa оов 22 + cosnz = senta + 16)x : 2 sen Yar 


resulta que estas sumas están acotadas ві se excluyen entornos arbitrariamente 
Pequeños de los puntos Ж 2тд. 
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Por tanto: la serie converge para todo = to de estos puntos; у en vir- 
tud del citado eriterio TI, la convergencia es uniforme en (h, 2# — h), por pe- 
«ueño que sea A, luego la suma de la serie es unn función continua en todo pun- 
to interior al intervalo (0,2%); y lo mismo puede decirse do las series Xb, sen mz 
do coeficientes hy, que tiendan а O decreciendo; y también si la serie ве com. 
pone do ambas. 

Caso 5.7 — Si los cooficientes decrecientes tienen signos alternados, la trans- 
formación 27 = ж — n unifica los signos; luego resulta: 

Si los coeficientes forman serie alternada, la в. F. tienc suma continua €n 
(а + л). 

Tal sucode en 


Caso 3. — Si, como acontece en los Ej. 1.* y 20 «e presentan solamente múl- 
tiplon impares do г, con coeficientes positivos, subsiste la conclusión 1.*; pues 
Лан sumas до senos o cosenos son análogas, y están asimismo acotadas; pero 1 
puntos excluídos son entonces :® ma. 

Esto neontece en los Ej. 19 y 27 de (160), o en su equivalent 


Caso 45 — 


i solamente hay múltiplos impares, con cooficientes altornados, 
la traslación т' = z — Mx unifica los signos; y roduciéndoso al caso 3.0, los pun- 
tos de discontinuidad son los múltiplos impares de 4x. 

Nos falta todavía demostrar las igualdades tabuladas en el cuadro, es decir, 
quo las s. F. de las diversas funciones convergen hacia ellas, Parecoría a pri- 
mora vista que siendo uniforme la convergencia en todo el campo real, salvo on- 
tornos arbitrariamento pequeños de tales puntos; y siendo la suma función con- 
Чапа on todo punto, execpto esos puntos aislados, so podrá sustituir el signo ~ 
por el =; pero os preciso recurrir а un artificio. 

Obsórvaso en todos los ejemplos citados de в, F. que, aun siendo en algunos 
divergente la serie de cooficientes, al dividirlos por n, resulta en todo enso unn 
serio absolutamente convergente, es decir, aun siendo la s. F. de f(x) del tipo П, 
la de F(z) es del tipo I; у por tanto convergo absolutamente y uniformemente 
en el sentido usual, hacia F(z); luego el signo ~ puedo sustituirso por =. 

Para pasar al desarrollo de /(2), utilicemos la continuidad uniforme ya do- 
mostrada cuando los coeficientes son monótonos. Según Т. 3, es legítima la do: 
rivación término a término, en todo punto do continuidad, y resulta, por con- 
siguiente, /(2: an cos mz -- b, sen nz en todos ellos. 

En general: aunque la serio do primitivas no tenga convergente absoluta- 
mente la serio de coeficientes, siempre ве logra ésto tomando primitivas otra 
vez; y repitiendo el razonamiento anterior, resulta: | 

Та s. F. de f(x) tiene la suma f(z) en todo punto de continuidad, si los 
coeficientes a,, así como los b, tienden monótonamente а 0. Lo mismo sucede 
aunque sus signos scan alternados; y también si solamente figuran arcos en 
progresión aritmética, de diferencia 2z, con coeficientes de uno ч otro tipo. 

Ya hemos visto euáles son los puntos de discontinuidad en cada caso; у es 
fácil generalizar Jos resultados al caso en que la progresión es de diferencia ma 
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14. — Funciones ortogonales y convergencia cuadrática. 
Si los senos у cosenos de múltiplos de æ los designamos por 0,(#), 0307). 
(ж), ...., la propiedad esencial (159) que 
Som(z) ga(z)dz=0 iman ш 

Toda sucesión de funciones que cumplen tal condición en (а, 0) se Mama 
sistema ortogonal; los senos у cosenos de múltiplos de ¥ son, pues, ortogonales 
en (0/2x) o on cualquier intervalo de amplitud 2л. 

El sistema so dice normal si además se verifica: 

Sone) .4к=з1; (1n=0,1,2,....) 121 
basta, pues, dividir los senos y cosenos por la constante V x para tonor un 
sistema ortonormal. 

Si f(x) ен desarrollable en serie uniformemente convergente en (a, b): 

ту =®в„.9„(«®) 7. 0H=51(2)9,(2)dz (8) 
pues basta repetir los razonamientos ya hechos (159); y si Mamamos е. F. de 
F(z) а estos números, aunque lu merie no resulte uniformemonte convorgonto, 
voaimos cómo so aproximan a f(r) las m 

ан) =в,. IAE) AI) E я) ИШ 
adoptando como medida dol error ésta: 

SU (E) в) de= р(х) dr — 2 f f(8) (уйк + уза (хуз de 

La 1: integral es un número positivo, llamado norma de (а). 
doscompono así: 

SIS MAMI 
=0 + at 

Para calcular la 3.5 desarrollaremos el cuudrado del polinomio sn(2); 
los productos do términos distintos dan integral nula, sogún [1]; loe cundrados 
dan intogral 1, en virtud de [2]; luego rosuli 

SU (ж) —an(2) ра da = f f(s) 2 да (as 
de dondo salon sencillas pero importantes consecuencia: 
1+) Las sumas Х 4,2 son menores que la integral de /(х)+ (Desigualdad 

de Bessel). 

2.1) La serie Xa,? es convergente y por tanto (35) a» 0. 

3.1) Disminuye el error al tomar más tórminos, es decir, al crecer n. 

Se demuestra fácilmente que los coeficientes a, dan un polinomio а, más 
aproximado que los de otros coeficientes cualesquiera. 

Finalmente, el sistema ortonormal se llama completo, si no hay ninguna fun- 
ción ortogonal a todas; у una vez demostrado que los senos y cosonos de múlti- 
plos de x forman sistemá completo, es aplicable la propiedad fundamental do 
tales sistemas completos: la diferencia [5] expresada por la desigualdad de 
Parseval, tiende a 0 para й =. co, ев decir: las sumas 4, (7) convergen en media 
cuadrática hacia 7 (=). 

“Tomando, pues límites para я —› co, resulta la igualdad de Parseval: 

Уа) йк = ог фаз + tE 10] 

ру atina табанына e 01 а Be pollos de Linda 
LAVA ys 

ortogonales en (— 1,1) y que se normalizan dividiéndolos por sendos coeficientes, 


ену ан = 
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162. — Triedros coordenados. 

La determinación de cada punto en el espacio de tres dimen- 
siones exige dar tres números, llamados coordenadas, de igual mo- 
do que en el plano son suficientes dos. 

Para definir las coordenadas cartesianas, adoptemos un triedro 
de referencia formado por tres ejes z, y, 2, concurrentes en un pun- 
to O, llamado origen, y fijemos en cada uno un sentido como posi- 
tivo. Esta fijación puede hacerse de dos modos distintos. 


4С 


Colocado el observador en el origen О, en el sentido del semieje 
+2, al contemplar el plano zy puede suceder que el sentido 
(+ 2, 4-0), sea el positivo o el negativo. El primer sistema suele 
ser usado por los autores ingleses y se Шата directo, destrorsum o 
destrógiro, y el segundo se Пата inverso, sinistrorsum o levógiro, y 
por ser el más usado en los tratados más accesibles a los alumnos, 
ев el que nosotros utilizaremos. 

De otro modo: supongamos el par de ejes z, y del plano, tal 
вото suelen colocarse en Geometría Analítica plana, es decir, visto 
el plano por una cara (que llamaremos positiva), el sentido =, y 
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sea contrario al de las sactas de un reloj con la esfera del lado de 
dicha cara positiva; el semieje -+z puede colocarse en O hacia la 
cara positiva del plano (triedro directo’, o bien hacia la negativa 
(triedro negativo.). 
Como cada eje se compone de dos semiejes, determinan ocho 
triedros: 
a sh 
Hry ; a, — 


e 2 у 


وسل وو AM‏ 


Los cuatro primeros están sobre el plano ху y los otros cua- 
tro debajo. El triedro formado por los semiejes positivos suele 
colocarse de frente al observador, es decir, éste se supone colocado 
dentro del primer triedro +2, +y, +2. 


163. — Coordenadas cartesianas. 

Elegido un triedro de referencia, sea directa о inverso y un 
vector unidad en cada eje, si por cada punto Р del espacio, se tra- 
zan planos paralelos a los coordenados, las abscisas г, y, z de sus 
trazas sobre los ejes z, y, 2, determinan estos planos proyectantes 
y por tanto el punto Р. Estos tres números se Патап coordenadas 
cartesianas de P. 


DENINICIÓN. — Coordenadas cartesianas de un punto son las 
abscisas л, y, z, de sus tres proyecciones sobre cada eje coordenado 


а, у, z, paralelamente al plano opuesto. Si los ejes son ortogonales 
las coordenadas se llaman rectangulares, у en caso contrario oblicuas. 

Para los problemas métricos (ángulos, distancias, áreas, volúme- 
nes) conviene usar coordenadas rectangulares; para los problemas 
afinos (paralelismo, razones simples) pueden utilizarse coordenadas 
rectangulares u oblícuas; los problemas prowectivos (determinación 
de rectas y planos, intersecciones, ...) se tratan con igual senci- 
llez en coordenadas proyectivas, pero los estudiaremos en eoorde- 
nadas cartesianas, oblícuas o rectangulares. 


164. — Ecuaciones con una variable. 
Todos los puntos del plano zy tienen 2=0 y recíprocamente. 
He aquí, pues, una ecuación a la que satisfacen todos los puntos 
de este plano y sólo ellos. Diremos, brevemente, que es la ecuación 
del plano. Análogamento las ecuaciones de los planos г, уг son res- 
pectivamente: 
y=0 , 2-0. 
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Las ecuaciones del tipo 
z=a , y=b , 2=c 


representan, respectivamente, planos paralelos al yz, al zz, al xy, 
que distan de ellos a, b, с en magnitud y signo. 

Una ecuación con una sola variable, p. ej. г° = 1, se descom- 
ропе en ecuaciones de primer grado que en este ejemplo son 2—1 
y z= ——1, cada una de las cuales representa un plano paralelo al 
ay. En general: 

Una ecuación con una sola variable representa planos paralelos 
al plano coordenado opuesto al eje correspondiente a esa variable; 
son tantos planos como raíces tenga la ecuación. 


165. — Ecuaciones con dos variables. 

Diremos que una superficie está representada por una ecuación 
f(#, y, 2) —0, si todos los puntos de la superficie satisfacen a esa 
ecuación y recíprocamente, toda solución de ésta representa un 
punto de la superficie. Así obtendremos la ecuación del plano, de 
la superficie esférica, ete. 

Hay un caso importante que conviene destacar. Sea f(a, y) == 0 
ción representará una curva y los únicos puntos del espacio que sa- 
una ecuación que no contiene la variable г; en el plano ту esta ecua- 
tisfacen a esta ecuación son aquellos cuyas coordenadas z, y la sa- 
tisfacen, cualquiera que sea la 2; es decir, aquellos puntos y sólo 
aquellos que se proyectan paralelamente al eje 2 según los puntos 
de esta curva. Por tanto, una ecuación con dos variables representa 
la superficie cilíndrica cuya directriz es la curva representada por 
esta ecuación en el plano correspondiente a estas dos coordenadas 
y cuyas generatrices son paralelas al otro eje. 


+2 
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Las superficies cilíndricas más sencillas son los planos. Así, por 
ejemplo, la ecuación z+ y—2 en el plano zy representa una 
recta que intercepta con los ejes segmentos de longitud 2; pero esa 
ecuación representa en el espacio el plano paralelo al eje 2, trazado 
por esa recta. 


166. — Sistema de dos ecuaciones. 

Una sola ecuación no representa una curva, sino una superficie; 
las curvas vienen dadas como intersección de dos superficies, es de- 
cir, por un sistema de dos ecuaciones. 

Los puntos del eje г tienen coordenadas ж =0, y=0 y recf- 
procamente, todo punto que eumpla estas dos condiciones pertenece 
al eje г. Diremos, pues, que el eje г está representado por este sis- 
tema de ecuaciones. Los sistemas de ecuaciones que representan los 
ejes son por tanto: 


y=0 . Cd „„)®—0 
е 
ej =} cie vf e 20 


Toda línea está representada, como hemos dicho, por un siste- 
ma de dos ecuaciones; cada una de las cuales representa una su- 
perficie y la línea aparece como conjunto de puntos comunes а 
ambas. En cada caso, se procura la elección de las dos superficies 
más sencillas que pasen por la curva. Así, р. cj, la circunferencia 
situada en el plano xy, representada en la figura anterior tiene 
este sistema de ecuaciones: 


Py 42—24 +40 
50) 


167. — Ecuaciones de la recta. 
Dados los puntos P.(z Ya 20), y Р.(2, уз 21), а cada punto de 
la recta P,P, le corresponde un valor А, que es la razón simple 
(Po P, P), es decir: 
P,P 


P,P 


a= 


y es sabido que a cada valor de A, distinto de 1, le corresponde un 
punto de la recta, que es distinto del P,. Si A tiende a 1, P se aleja 
infinitamente; si A crece infinitamente, Р —> P,. La correspondencia 
se hace biunívoca asignando à— œ a Р, y el punto impropio al 
valor A == 1. 
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Si proyectamos la terna sobre el eje л resultan tres puntos, de 
abcisas гу, тү, ж cuya razón de distancias es la misma: 


Р 
A p РЕР 
Zn E 
Ы мк 
И -X Proycctando análogamente 
A g Hb Uas аја 9, э, асобе li 
С coordenadas de todos los pun- 
E tos de la recta PP, que son: 
Yo Ан, 2, — Аг, 
DATM fín w جي‎ 1 
14 а 1= ny 


Para А == = 1 resulta: Las coordenadas del punto medio de un sey. 

mento son los promedios de las coordenadas de sus extremos. 

Recíprocamente, cualquiera que sea el valor atribuído a A en 
estas expresiones resulta un punto P situado en la recta, pues ele- 
gido en clla el que tiene esta razón simple A, sus coordenadas son 
los tres números [1]; luego coincide con el punto P. Tenemos, pues, 
la expresión paramótrica de la recta definida por dos puntos. 

Si en vez de adoptar (P,P,P) tomamos (PP,P,) resulta un 
sistema de ceuaciones que representa la reeta РР, 


2—2, Y —Vo —% 
и — Yo 


Cada una de las ecuaciones 


®—, YY, У 


mt Yi o Yi — Yo 
representa un plano que es paralelo a un eje y contiene todos los 
puntos de la recta, es decir, tenemos los tres planos proyectantes 
de la recta, en la dirección de cada eje. 

En particular las ecuaciones de ln recta determinada por el 
origen y el punto Р, (£, Y,» гү) son 
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luego resulta: la condición necesaria y suficiente para que dos pun- 
tos estén alineados con el origen es la proporcionalidad de sus 
respectivas coordenadas. 


168. — Ecuación general del plano. 
La ecuación de primer grado: 
Ае By + Ca + 0 0 [3] 
representa un conjunto de puntos que tienen esta propiedad: si 


(os Yor Zo); (туу. 241 son dos puntos de ellos, las coordenadas de 
la recta que determinan, o sea los valores obtenidos en [1] 


To — At, Yo — Ау; л 
1۸ 1А 1—A 


la satisfacen. Ahora bien, la ceuación [3] no representa una recta, 
puesto que æ e y pueden tomar valores arbitrarios; y como todo 
punto del espacio no 1а satisface, tal conjunto de puntos es un 
plano. (* 

4Representa ема e 


n todos los planos posibles? 


Dados tres puntos по alineados (2, 1, 21). (2,4222), (0, Y, 2, 
la ecuación : 


—0 [4] 


es de primer grado y se satisface por las coordenadas de los tres pun- 
tos; luego, representa el plano determinado por éstos. 


[5] 


que se deduce restando la segunda fila de cada una de las otras. 
(*) Basta recordar el postulado fundamental que define la recta E, el 
plano Es, el espacio Ey. 
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EsmmpLo: Plano determimudo por los puntos (2, —1, 5), (4, 0, — 3), 


а, 2, 1). 


Nora, — Palta examinar el caso en que la ecuación [4] o su equivalento [5] 
tonga todos los coeficientes nulos, es decir, sean nulos las tres menores com- 


plementarios do los element 


non 


es decir, en virtud de [2] están alineados los tres puntos. 


169. — Ecuación segmentaria del plano. 

Si los cuatro coeficientes A, В, С, D son distintos de 0, obte- 
nemos una interpretación geomótrica interesante, Haciendo у —0; 
2=0, el segmento a que el plano intercepta соп el eje т o sea la 
abscisa del punto de intersección con este eje, viene expresada así: 


D 
a — E 
A 
Análogamente: 
А D D 
=—— „ em = 
B с 
Luego di endo por — D la 


ceuación general 
Ax + Ву +02 + D—0, 


ме, conocidos a, b, 


formarse directam 


resulta ésta, «que pu 
т 
Lt 
a Й e 
EsmmrLo: Plano que intercepta sobre los ejes segmentos 2, +3, —1. 
La ecuación de dicho plano es: 
= y 


2 3 

170. — Planos proyectantes de una recta. 
Cuando la recta viene dada como intersección de dos planos 
P=0, Q — 0, sus planos proyectantes, paralelamente a los ejes, se 
obtienen inmediatamente climinando una variable entre ambas ecua- 


[6] 
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ciones, pues la ecuación obte: 
recta y carece de una variable, 
recta y es paralelo a un eje. 


la se satisface para los puntos de la 
aego el plano obtenido pasa por la 


Hyeurro: Sen 1а recta de cevaciones: 
зэк —зу+ 
++ у— 


Sumando, se elimina 2 у resulta 


Sumando a la 1.7 ecuación ol duplo de la 2: 
Restando de la 1.* ecuación el triplo de la 2л: 


Si se desea proyectar la recta P — 0, Q — 0, desde un punto pro 
pio (к, yı 2,), el método más sencillo y rápido es éste: la ecuación 
P—A 9—0 representa un haz de planos que pasa por la recta; 
para que un plano de ellos pase por el punto (туу 2,), éste debo 
satisfacer a la ecuación y sustituyendo las coordenadas se despeja 
el valor de A. 


Кәкмго: Sen 1а recta Пе ecuaciones: 


ги 


JI plano que la proyecta desde 0, se obtiene eliminando el término cons: 
tanto, y para ollo basta restar, resultando así ol plano: 2 — Sy 4-0 

Para proyectar In misma recta desde el punto (1, —2, 1), restaremon de 
cada una do ollas, la otra multiplicada por A 

(ае —зу—г—) = Mz + by — 2e — 2) 

Y sustituyendo las coordenadas (1,—2, 1) resulta: 1=—%/w 

Por tanto, la ecuación del plano proycctanto es: 31: — 14y — 234 = 36. 

Lay pe puaran. — Los coeficientes ч, v, w de la o-unción dol plano: 


uz + oy 4 ө: 4 1= 0 


so Jaman coordenadas plüokerianas dol mismo. Fijados s, y, e, todos los plamos 
(и, v, w) que satisfacen a esta ecunción forman la radiación que tiene eso vór- 
tico. Toda propiedad de incidencia do puntos rectas y planos tiene ви correlativa 
о dual sustituyendo los puntos por planos y viceversa. 


EJERCICIOS 


1.— Hallar el plano que proyecta desde el origen a la rocta intersección 
de los planos 2x + 3y +2 =1; 32—y—2=2. Id. íd. desde el punto (1, 0, 2). 

2.— Trazar por el origen una secante de dos rectas dadas. (Rasta obtener 
los dos planos proyectantes de ambas). 
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171. — Distancia entre dos puntos. 

Los planos paralelos a los evordenados trazados por Pe y Ру 
forman un paralelepípedo recto 
rectángulo; las tres aristas que 
concurren en Р, tienen longitu- 
des 2, — Zo; Yi — Yoi 21 — Lo Y 
la diagonal r por el teorema do 
Pitágoras, viene expresada авї: 


+2 


La distancia entro dos puntos 
está dada por la raíz cuadrada 
las diferencias de coordenadas 
correspondientes. 


= (a — x)" (о — Y)? + (20 —21)* п] 


172. — Cosenos y coeficientes directores de una semi-recta. 

La semi-recta Р, Р, forma con cada semieje positivo un ángulo; 
los cosenos de estos tres ángulos se Патап cosenos directores de la 
semi-recta y también del vector Р, P,; los representamos por а, 8, y. 
La semisrecta opuesta y el vector opuesto tienen cosenos directores 
opuestos: — а, — 8, — ү. 

Como Р, А es la proyección de Р, Р, sobre la paralela al semi- 
eje x, y análogamente las otras aristas, resulta: 


2 — Tp га MY тй 2 zm ry 


siendo ғ > 0. Elevando al cuadrado y teniendo en euenta [1] re- 
sulta: 
a + f + Y1 12] 
Las aristas del paralelepípedo son, como se vo, proporcionales 
a los cosenos; estos tres números ш otros eualesquiera proporciona- 
les a ellos y de igual signo se llaman coeficientes directores de la 
semi-reeta P, P,; obsérvese que los coeficientes dircetores son opues- 
tos para las dos semi-rectas opuestas; estos mismos, multiplicados 
por cualquier número positivo о negativo, se llaman coeficientes di- 
rectores de la recta. 
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Dados los coeficientes directores a, b, с, es decir: 
a—ka d—k8 c= ky 
sumando los cuadrados, resulta: k = Va F DF FoF 


Es decir, los cosenos directores se deducen de los coeficientes 
directores dividiéndolos por la raíz cuadrada de la suma de sus cua- 
drados. Según el signo que adoptemos рага k, resultan los cosenos 
de una u otra semi-recta. 

Para todos los problemas de paralelismo, perpendicularidad, ote. 
bastan los coeficientes directores; para las medidas de ángulos so 
precisa obtener los cosenos. 

Los coeficientes directores de la recta dada como intersección 
de dos planos se caleulan cómodamente obteniendo dos puntos de 
la recta, por ejemplo sus trazas sobre dos planos coordenados; las 
diferencias de coordenadas son los tres coeficientes directores. Se- 
gún el orden en que se resten resultan los de una u otra semi-recta 


REOLA PRACTICA. — Colocado do frente el plano x, z, resulta esta norma 
рага sabor la dirección de una somi-recta: 

Hacia la derecha si a > 0, hacia adolante si В >O, hacia arriba si y > 0; 
y al contrario si alguno de estos cosenos ев negativo. 

EsmurLo: Calcular los ángulos que forma con los tros ejes, la bisoctriz del 
primer triedro: a, -H y, Pe. 

Como los ángulos son iguales, los coeficientes directores son 1, 1, 1; luego 
los cosenos se calculan dividiendo por 1/3 y buscando en la tabla de cosonos 
el ángulo cuyo coseno es 1/۷3 resulta el ángulo buscado, que valo 54° 44”. 


173. — Angulo de dos rectas. 

Dadas dos semi-rectas ғ y »” de origen O, cuyos cosenos direc- 
tores sean (a, f, ү) (0, 8’, Y), la 
proyección sobre т” del vector de 
longitud 1 sobre r, © sea соз о, es la 
suma de las proyecciones de sus tres 
componentes, es decir: 

соз о == ao’ + BF + үү" [3] 

Por tanto: El coseno del ángulo 
de dos semirectas es la suma de los 
productos de los cosenos directores de una por los de otra. 

La condición de perpendicularidad de dos rectas es que la su- 
ma de los productos de los respectivos coeficientes directores sea 
mula: aa’ + Db’ + ce’ == 0. 
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Nótese que para la perpendicularidad basta considerar cocficien- 
tes directores, mientras que para calcular el ángulo son precisos los 
cosenos. 
En algunos casos, p. ej. que veremos en (179), interesa ex- 
presar sen w. Restando las igualdades: 
1— (a В ү?) (a В ү?) 
соз? ш — (aa + BB + үү')* 


y simplificando el 2.° miembro resultante, se tiene: 


sento (By — By)? 4 (ya — y'a)? + (ag —a'B)? [87 


174. — Angulo de dos planos; paralelismo y perpendicularidad. 
La ecuación general del plano es 


A(r— х.) + Bly —Yo) + С(2 — zo) =0 


siendo (Ze, Yo» ĉo) un punto del mismo; pero х — Zo, Y — Yo» 2 — 20 
son los coeficientes directores de todas las rectas del plano, luego 
esta relación expresa que la recta de coeficientes directores 
(А, В, С) o proporcionales a ellos, es perpendicular a toda recta 
del plano, es decir, perpendicular al plano, Por tanto: 

La condición necesaria y suficiente para que una recta sea per- 
pendicular a un plano es que sus coeficientes directores sean pro- 
porcionales a los coeficientes directores del plano. 

Para el cálculo de ángulos, todo plano se puede sustituir por 
una recta normal, es decir, por una recta que tiene como eoeficien- 
tes directores los del plano. Dos planos son paralelos, si lo son sus 
normales, luego: 

La condición de paralelismo de dos planos es la proporcionali- 
dad de sus coeficientes directores. 

Dos planos son perpendiculares si lo son sus normales, luego: 

La. condición de perpendicularidad de dos planos, es que la 
suma de los productos de sus coeficientes directores sea nula. 

Más general: El coseno del ángulo de dos planos es la suma de 
los productos de los cosenos directores de ambos planos. 


Nora. — Llamando producto escalar de dos ternas а la suma de productos 
de las componentes homólogas, por razones que después se verán, se abrevia 
el emunciado de ambos teoremas. 


175. — Cuadro sinóptico de las relaciones entre rectas y planos. 
„Resulta así el cuadro sinóptico siguiente, que comprende los 
seis casos posibles: 
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Elementos homogéneos: 
paralelismo: proporcionalidad de coef. directores. 
perpendicularidad: prod. escalar de coef. directores nulo. 
a b с А в с 
т" = 
а b e A v 
rir aa’ + bb’ + сс 0 "Lr AA’ + ВВ’ + СС' = 0 
Elementos heterogéneos: 
paralelismo: prod. escalar de cooficientes directores nulo. 
perpendicularidad: proporcionalidad de coef. directores, 


ri” 


П 
' 
{| 


ri. Aa + Bb + Cc = 0 
A в с 

біт کی‎ 
a b с 


son a, b, с los segmentos que intercepta en los ejes el plano 
Ar+By+C2=D [5] 
la ecuación se puede escribir así: 
т z 
سے وگ وگ‎ 
a b с 


Llamando р a sa distancia ab- 
soluta de O al plano, y a, В, y a 
los cosenos directores del vector 
ОР es 


pa ; pi ; pey 


Como cosenos direetores del plano orientado adoptamos los de 
su vector normal, es decir, a, 8, y, y по sus opuestos. Sustituyendo 
resulta: 

ха+ УВ +y = р 

Esta ecuación se Пата normal; sus coeficientes, еп vez de ser 
los coeficientes directores A, В, С, son los cosenos directores a, B,.Y, 
es decir, se deducen de ellos, dividiéndolos por + YA FB? FC”, 
de modo que el segundo miembro resulte positivo. Por tanto: 

Para formar la ecuación normal del plano basta dividir la ecua- 
ción ordinaria por la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
de los coeficientes directores, com signo + o —, de modo que re- 
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sulte positivo el segundo miembro constante. Este expresa la dis- 
tancia del origen al plano. 


EspurLo: Sea el plano 22 — 3y + Ge 

La ecuación no es normal, pues la ruiz de Ja suma de eundrados de los cocfi- 
cientes directores ев 3 F9 F 36 = 7, pero se convierte en normal dividiendo 
por 7 y result 


ES зу 6z 5 
A E O 38 
7 7 7 1 


Los cosenos directores son: 2/7, — 3/7, 6/7 y la distancia del origen al 
Plano es 5/7. 

Nora. — Еп los haces de planos paralelos conviene adoptar рага todos 
estos los coeficientes a, В, y de uno (lo que equivale a fijar un sentido en la 


normal) y entonces toma р valores positivos o negativos según lu posición 
del plano. 


La distancia entre dos planos paralelos: 

Ал + Ву +С: =D 

Ае + Ву +C: =D" 
ев por consiguiente /) — D’ si estas ecuaciones están en forma nor- 
mal. En caso contrario, habrá que dividirlas precisamente por 


Va р С 
La distancia del punto (x, o 24) al plano [5] se obtiene tra- 
zando por este punto el plano paralelo: 


Аба) + B(y— yo) + Cl2— 20) =0 
о sea Az + By + Ca = Ал, + Byo + Czo (6) 


y la distancia del punto al plano [5] es la distancia entre los pla- 


mi 


Luego, la distancia de un punto a un plano es el valor que 
toma en ese punto el cuatrinomio de la ecuación normal. 

La distancia dada por [7] resulta positiva si el punto está a 
distinto lado que el avigen respecto del plano. 


EJERCICIOS 


1.— Obtener las ecuaciones de los planos bisectores de un diedro. 
2.— Calcular la distancia de un punto a una recta. 
3. — ¿Qué representen las Inecuaciones lineales de variables z, y, zt 
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177. — Suma y diferencia de vectores. 

Importantes magnitudes físicas (V. Notas) han conducido para 
su estudio y medida a la introducción de ciertos entes abstractos, 
lNamados vectores y tensores. 

Se llama vector а un par de puntos dados en un cierto orden; . 
el primero se llama origen, el segundo extremo y su distancia mó- 
dulo del vector. Designaremos los vectores por mayúsculas y sus 
módulos por las correspondientes minúsculas; es decir: |A | — a. 

Dos vectores se dicen iguales cuando los dos segmentos son 
iguales, paralelos y acordes; escribiremos: А = В. 

Esta definición de igualdad caracteriza а los vectores libres; 
únicos que estudiaremos. Para los vectores axiales se exige la coin- 
cidencia de sus rectas, (У. Curso cíelico, t. I). 

Los cosenos directores de la semirrecta que define el vector se 
llaman también cosenos directores de éste. 

Dados dos vectores A, B si se aplica В en el extremo de А e 
decir, se transporta un vector igual al B), el veetor cuyo origen es 
origen de A y su extremo es el extremo de B, se llama suma A + B. 

Componente de un vector sobre una recta es el vector proyec- 
ción sobre ella; ві se adoptan tres ejes z y 2, de origen O, cada vec- 
tor A tiene tres vectores componentes Az, Ay, As, cuyas medidas 
con las unidades adoptadas en los respectivos ejes llamaremos coor- 
denadas del vector, y pueden ser números positivos o negativos; de- 
signándolas por a», ay, as, o brevemente =, y, 2 

Si se suman progresivamente varios vectores A + B + .... + L 
se va formando una quebrada cuya proyección sobre cualquier recta 
es la suma de las proyecciones de sus lados, o sea: la componente de 
la suma sobre cualquier eje es la suma de las componentes de los 
sumandos; las coordenadas de la suma son las sumas de las res- 
pectivas coordenadas de los sumandos. 

Por tanto: la suma de vectores es conmutativa y asociativa, 

La diferencia С — А es el vector que sumado con A да С; 
obtiene sumando а С el opuesto a A, que llamaremos A’, pues re- 
sulta: 


(0+4) HA CH (4 +4) mC 
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Producto тА de un vector А por un número, o de un número 
por un vector es el vector de igual dirección cuyo módulo se ha 
multiplicado рог m; si т es negativo, cambia el sentido. 
Evidentemente 
m(A +B) = mA + mB 


puesto que cada componente de la suma es la suma de las respecti- 
vas componentes de A y B; y al multiplicar cada una por m también 
la suma queda multiplicada. 

Los vectores adoptados como unidades en los tres ejes serán 
designados por U, У, W; por tanto, el vector de coordenadas x, y, z 
сото suma de sus componentes, se expresará; A = £U + yV + zW. 


178. — Multiplicación escalar de vectores. 

Producto escalar (o interno) de dos vectores A, A’ es el pro- 
ducto numérico de sus módulos por el coseno del ángulo que for- 
man. Es, pues, un múmero, positivo o negativo, según que el ángulo 
sea agudo u obtuso, dado por la expresi 


ш A.A’ а.а. сов AA’ — а. proy A’ — а'.ргоу А 

ев decir, es el producto del módulo de un vector por la medida de 

la proyección del otro sobre él, con su signo correspondiente. 
Sustituyendo el coseno por su expresión mediante los cosenos 

directores a, В, y del Дуа р, Y del А” 

А.А' аа (аа + BÊ yr) = aaa 4 ав. В + ay ay; 

y como estos productos son las coordenadas z, y, z de A y #, у, # 

de A”, tenemos la expresión: 

(2) A.A =a. фуу Fe. 


EJEMPLO. — Si un vector representa una fuerza y el otro es el camino re- 
corrido por el punto de aplicación, el producto escalar representa el trabajo 
positivo o negativo realizado por la fuerza. Si las componentes de ésta son 
Sys y las del camino son #, ¥, el trabajo es: ar +9y -+ 2s. 

El producto escalar es conmutativo; y sólo ве anula si es nulo 
alguno de los vectores, o cuando éstos son perpendiculares, 

También el producto escalar tiene la propiedad distributiva, pues 
si so sustituye en [2] el vector А” por B'-+-C”, el segundo miembro 
se descompone en dos sumas que son A.B’ -+ A.C". 


Es decir: A(B' +0”) —(B'+C")4 — AB’ + AC", 
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179. — Multiplicación vectorial o externa, 

Producto vectorial (o externo) de A por B es el vector de mó: 
dulo a.b.sen AB perpendicular al plano AB y que forma eon A y B 
un triedro positivo. Lo representaremos así: А X В. 

El módulo del producto vectorial es, por tanto, el área del pa- 
ralelógramo que forman los dos vectores aplicados en un mismo 


Si tres vectores ortogonales U, Y, W de módulo 1 forman un 
triedro positivo, es, por tant 


[31 UXV=W , VxXW=U , WxXU=V 


pero resultan signos opuestos, si el triedro es negativo. 


El producto de cualquier vector por sí mismo es nulo; у lo тї 
mo sucede si son paralelos los dos factores. Recíprocamente, el pro- 
ducto vectorial solamente es nulo si es nulo algún factor, о si am- 
bos están en rectas paralelas o coincidentes. 

Dados los vectores A y A’, sean #, y, 2 
las coordenadas de A y 27,4, 2" las соо 
denadas de A’, demostremos que el pri 

dueto vectorial AXA’ tiene las coor- 
denadas 


Bl ye ey 


es decir, tiene la expresión 


u v wi ju v wj 
151 [zx y #|—а'|а б yj 
ie y el le e yj 


1. Aplicando la fórmula [3] de (173) se obtiene: 


(Ву — By)? + (va — y'a)? + (af — aB)? = sen? АА” 


luego el módulo del vector así formado es aa’ sen La”, 

2." Como z, y, г son los coeficientes directores de A, у воп 
a’, y”, Y los de A”, los coeficientes directores de la dirección per- 
pendicular al plano АА” son precisamente los [4], es decir, el vee- 
tor expresado por el determinante es perpendicular a A у A’. 
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35 Para ver si su sentido respecto de AA’ es positivo, basta 
comprobarlo en el caso más sencillo; si А y А” son los vectores uni- 


7 y V, el determinante se redu 


10 r w] 
їз о oj=w 
jo т oj 


э, en efecto, el producto U X V. si el triedro de referencia es 
positivo; pero si es negativo el producto es el vector opuesto. En re- 
sumen: El producto A X А” está expresado por el determinante |5} 
о por las coordenadas 14] si el triedro de referencia es positivo; pero 
si éste es negativo, es preciso multiplicar el determinante y las 
coordenadas por — 1. 
jón [4] resulta la p 
16] Ах, +4) XA, 
pues si se sustituye 7 == e, + л, 

еп 141 resultan como coordenadas 


piedad distributiva: 
AX da 


жн ү ге фа 
sumas: 


De la expr 


жг, хи, Уау 


e A 
ез decir, las coordenadas de A X A, más las de A X As 


EsEMpLo, — El producto vectorial se ha introducido como una generali- 
zación natural del momento de un vector A respecto de un punto P, al cual po: 
готов ahora definir como producto vectorial del vector А por сі vector que 
tiene el origen P y el extremo en la recta de А. 
Do las propiedades demostradas resulta: c} momento de una suma de veo- 
tores es la suma de sus momentos. 


Notaciones vectoriales. — Todavia se usun diversas notaciones para el 
producto vectorial, única оре itmética vectorial, ya que el 
producto escalar, por ч n del producto de números, debo desig- 
marse como ве іце т, con un punto o sin signo ninguno, de 
igual modo que la n n se siguen representando por -+ y —. 
El signo de Rurali- Forti es usado por los autores italianos y también 
por algunos de otros paises (Butty, Garnier, Lainé ....). Algunos alemanes si 
Ruen usando la notación (4. В) para el producto escalar y ln [4 + В] para 
ol vectorial. 
El cómodo siguo X se va imponiendo en los libros modernos francesca 
(Juvet, Veronnet, .....), alemanes (Kowalewski, Lagally, .....), ete. 


EJERCICIOS 


1. — La condición necesaria y suficiente para que los vectores А,В,С, 

sean paralelos a un plano, es: A(BXC)=0. 

— Demostrar Ja relación: 
AXBXC 

— Demostrar que el 

ienen el mismo orig 

terminan. 


(A.C)B—(4.BJC 


rodueto lamado 
„ representa el vo 


ores: (A X В)С 
lelepípedo que de- 
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Funciones físicas de punto y de conjunto. 
Las magnitudes físicas son de dos tipos: fun 
funciones de conjunto, He aquí algunos ejemplos: 


iones de punto y 


La temperatura en un punto, la velocidad de un punto material, la ton: 
un sólido en uno de sus puntos, cuando actúan sobre el cuerpo fuerzas 
res, son ejemplos de magnitudes del primer tipo, esto es, funciones de 
punto, auuque de clase muy diversa, que pronto distiaguiremos, En cambio, 
Tus longitudes, áreas, volúmenes, momentos de cualquier orden, de líneas, su 
perficies y cuerpos; y la fuerza viva de un móvil, son funciones do conjunto, 
n a cada continuo, sca areo de curva, recinto plano o tridimensio: 

mal, un número o bien un vector, о más en general, un tensor. 

Clasificación de las magnitudes puntuales. — En un punto P pueden 
ecnsidorarso magnitudes físicas de tipo muy diverso, He aquí algunos ojomplos: 

1) Masa del punto material aislado, densidad de lu materin continun 
en P, poteneinl eléctrico en P, tomperatura, ete. Tales magnitudes pueden or 
бетаг en escala de menor a mayor y son susceptibles de medida por un n 
moro real, positivo, negativo o nulo, Se llaman magnitudes escalares, о brove: 
vomente escalares. 

2) Magnitudes vectoriales, Шау magnitudes que en cada dirección por P 
tien intensidad y ésta varía cun In dirección, es decir, es función do los 
cosonos directores ay аз, a» En particular las intensidades on las direcciones 
de los ajes se llaman sus componentes, б, dy as; pero esto no basta para ase 
gurar el carácter vectorial de la magnitud, Asi, р. oj, la intensidad luminoso 
do una lámpara varía con la dirección, pero mo es magnitud vectorial, Tam: 
poco basta que en cada punto haya una dirección de intensidad máxima (*), 
ropresontada por un segmento dirigido, como se repito en los textos, Por ojom 

lo, cada homotecia asigna а cada punto P un segmento dirigido PQ, pero 
homotecia no os magnitud vecto: 

La propiedad que caracteriza a las magnitudes vectoriales es In loy de la 
proyección ortogonal: ln intensidad en la dirección de cosenos directores on, da. «а, 
debe sor а -+ raa + ayas. 

Tal sucede con las fuerzas, velocidades, aceleraciones, ote. 

-3) Magnitudes tensoriales. Hay magnitudes más complejas, que а cada 
dirección por el punto P le hacen corresponder, no un escalar, sino un vector. 
Tal sucede con la tensión en cada punto de un sólido en equilibrio, bajo Ja ac- 
ción de fuerzas exteriores. Si so imagina una pequeña soccién plana por P y 
se supono suprimida la porción de materia contigua a una do las дов snperfi- 
cios producidas en su seno, será preciso aplicar а la otra en P una fuerza F 
Para restablecer el squilibrio. Esta fuerza F es función de la orientación de 
aquella sección, o sen do la dirección X de su normal, la cual elegimos en el 
sentido de la porción suprimida do materia. Esta función es lineal, como se 
demuestra en Estática (véase la Nota) y basta conocer los vectores F corres- 
pendientes a tres direcciones ortogonales, para calcular el que corresponde а 
cualquier otra. 


(*) Nótese que no sólo en са dirección se manifiesta lu magnitud. 
Para descubrir la ley de caída de los gravee, Galileo adoptó un plano inclinado 
en el cual se manifiesta igualmente la gravitación, pero atenuada. 
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Concepto de vector y de tensor. 

Puesto que las componentes del vector PQ respecto de ejes 
trazados por su origen P son las coordenadas de Ф, las fórmulas 
de transformación de componentes son las mismas de cambio de 
coordenadas: 


a Ха, (me 1,2 


ni 


llamando а', al coseno director del eje 27; respecto del sy. 
Estas fórmulas expr 
yección del vector sobre el ej 
component 
Esta fórmula expresa también que la compon 


coordenada а”. o sea la pro- 


s la suma de proyecciones de las 


YA 
me en cada di- 
rección 2% es función Миса de esa direceión, es decir, de sus cose- 
nos directores. Resulta así esta detini equivalente: 

El vector como función escalar de la dirección. Vector de о 
gen P ен una función escalar lineal de las direcciones de origen P, 
el valor o componente 


es decir 


responde a cada direc- 


de cosenos d 

а= Na, ay. 
Concepto de tensor. El ejemplo de la 

un cuerpo s 


соготох a, 


xpresado por la fórmula; 


tensión en cada punto de 
ido Fué el que dió origen а la teoría general de los 
tensores, y para fijar las ideas nos referiremos concretamente a él, 

Supongamos conocida la tensión unitaria para cada una de las 
orientaciones de los tres planos coordenados, œ decir, los vectores 
Fy, Pe, Fs, que correspouden а las direccion 
nemos así las componentes ear 


ч de los ejes, у desig- 


esianas de esos tres vi 


ores: 
Fs: Ma, ie ek 
F, аа 12) 
Faz аң “s бы 


Para cada pequeña sección pl 


ma рог P, о sea, para cualquier ver- 
sor Ж (ay, аг, аз), la tensión unitaria correspondiente está represen- 
tada (*) por el vector: F «= PF, aa + Fa aa + Fs as. 

El estado de tensión en el punto Р queda, pues, caracterizado 
por estos tres coeficientes vectoriales Р, Fa, Fs: o lo que es lo mis- 
mo, рог el cuadro de números о matriz (au). El tensor en Р es, 


(*) En efecto: si se considera el tetraedro OABC que intercepta en el pri: 
mer triedro el plano АВС de совепов directores а, as tw, у ев з el área del 
triángulo ABC, el esfuerzo correspondiente es Fs; como las áreas do las otras 
caras son los productos de s por los cosenos, los esfuerzos correspondientes воп 
Е,за, Fiŝo. Fosa. Basta escribir la igualdad de equilibrio y suprimir ol factor s. 
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mido por las tres coeficientes vectoria- 
eve componentes, que caracterizan el 
Por brevedad suele llamarse tensor 


pues, el ente abstracto de 
les o por la matriz de sus 
ado de tensión en el punto Р 


es 


al símbolo formado por estos nueve números o por los tres vectores. 
En muchas otras cuestiones se presentan asimismo magnitudes 
cetorial lineal; y en recuerdo 


шз caracterizadas por una funci 
del primer problema de ese tipo que fué estudiado, han recibido 
el nombre de tensores dobles, о diadas, siendo necesario ese califi- 
cativo para distinguirlos de los tensores triples, cuádruples, ote. 
Reriricndonos al tipo más sencillo y más importante para la Tée- 
nica, daremos, pues, la definición siguiente: 

Der. 1. — (El tensor como función vectorial). Tensor doble o 
diada en el punto P es una función rectorial lineal de las direccio- 
nes por el punto P, del tipo: 

Р Рат Fars + 


aa (81 

Aunque esta definición es la más clara y expresiva, suele pre- 
ferirse la definición equivalente, análoga а la de los vectores, сото 
número complejo de nueve componentes, o sea como matriz; pero 
como estos nueve números varían al modificar los ejes, es preciso 
caracterizar su modo de transformaci 

Si los cosenos direétores del nuevo eje 2% son a'i, aaas, el vec- 
tor F correspondiente а ека di 1 tiene según [2] las compo- 
nentes 


гесе 


fı — an af, Ба 


+ anı а% 
+ азг аба 141 
+ Maz аба 

luego su proyección sobre ese eje s; o sea la nueva componente 
a'i; del tensor, vale: 

ау fi ah, + faata + fa als = E ara аса, 

entendiendo que la suma! 
de índices r,s = 1,2, 

Obtenemos, pues, esta definición equivalente: 

Dar. 2, (El tensor eomo matriz). Tensor doble o diada es un 
ente abstracto representado por una matriz (a) que al girar los 
se transforma 

wu = Bar ara, (r,s =1,2,3) 
Nótese el significado do esta matriz: las tres filas definen los tres vee- 
tores homólogos de los tres versores coordenados, o sea los tres coeficientes 


vectoriales que definen el tensor; los números de cada columna son los eoofi- 
cientes de las expresiones [4] de las componentes f de F. 


famina 


Га als 


es doble, extendida a todos los pares 


:almente así: 


Obsórvese también el diverso sigi los 
muutoria [5]: los i, j son fijos en cada suma y perduran en el resultado, actuan: 
de come parámetros; en cambio, los fmlices de sumación r, s, toman los valores 
1, 2, 3, y desaparecen en el resultado; por esta razón se Патап Indices mudos, 
y pueden cambiarse sus nombres designámdolos por otras letras, sin modificar 
el significado de lu Fórmula. 


relaciones lineales 


significación de los tensores, De 13) y 


[5] resulta inmediatamente: 


Si un tensor tiene todas sus componentes nulas en un sistema 
coordenado, también son nulas en cuntquier otro, Tal tensor de com- 
1 


ponentes nulas х ma tensor mudo. 


Lac anulación de un tensor expresa, pu 
pendiente «el sistema «de coordenadas чеси, 
relaciona elementos geométricos y una ley natural entos fini 
cos De aqui lu importancia eapital ile descubrir tensores para expresar con 
ellos las propiedades geométricas y Inx leyes físicas, La Geometria diferencial 
y la Fisien matemática encuentran en el cáleule tensorial sm instrumento más 
bficaz, 

Ejemplos la curvatura total de una superfic por un ten: 
sor; in anulación de ést iza las superficies dlesarrollables sobre el 
plano. Este tensor de eurvatura, aplicado nl espacio-tiempo hn permitido a 
Einstein formular su ley de gravitación, 


Tipos especiales de tensores. 
El tensor más sencillo no nulo es el tensor unidad: 


100 
[6) r= oro] 
voa J 


п vectorial 


ne 


La funci 1 que representa es la F(X) =N, e 
decir, el vector homólogo de cada versor es este mismo; у 
camente, esta función idéntica tiene su expresión en la matriz [6]; 
como esta propiedad es intrínseca, independiente de las coordena- 
das, las componentes de este tensor en todo sistema de coordenadas 
son siempre las mismas. 


гесїргө- 


Igual significado intrínseco tiene el tensor — С, de diagonal — 1, — 1, — 1; 
Ja función vectorial correspondiente es F(X) = — X. Tal tensor es, por ejes 
plo, el que representa el estado de tensión en ol centro de una esfera compri 
mida por igual en todas direcciones; mientras que en cl caso de tracción unt- 
forme aparece el tensor de esfuerzos U. 

Obsérvese que tiene carácter invariante la anulación de todas las compo- 
nentes no principales cuando las principales son iguales, como acontece en estos 
dos casos: 1,1,1, —1, — 1, — 1, y más en general a,0,a; en cambio, si éstas 
вор a, b,c, aunque sean nulas todas las demás, al cambiar de coordenadas varían 
en general las nueve componentes, como зе vo aplicando la fórmula [5]. 


En el caso del tensor de esfuerzos y en algunos otros, son igui- 
les las componentes аӊ; == (ji, ll s conjugadas en la matri 
ésta y el tensor, se llaman simétricos, En otros casos, los elementos 


mad 
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conjugados son opuestos, siendo por tanto nulos los elementos prin- 
tales tensores se llaman antisimétricos o hemi- 


cipales а, dzo, das; 
simétricos. 

Estas denominaciones carecerían de valor si no fuera por el hecho sorpren- 
dente de que simetría y antisimetrín son independientes de los ejes; es de- 
cl respecto de una terna es а, = ау, taml "а Tospecto de 
la nueva terna; y auálogamente se conserva la antisimetria al cambiar do ejes. 
Esto es corolario de la propiedad siguiente. 

En el сако general de tensor cualquiera, las fórmulas [5] aplicadas а com: 
ponentes conjugadas, dun componentes conjugadas, es decir, la matriz conju- 
guda de (а) se transforma por la misma fórmula [5] y por tanto defino un 
tensor (4,4), el cual se lama conjugado del (a,,) 

Por tanto, si la matriz conjugada de (0,,) €s esta misma, también la trans- 
formada lineal es conjugada de »i misma, es decir, simétrica; y análogamente 
Cálculo aritmético con tensores. 

De la Def. 1 resulta que la suma de tensores es un tensor; у 
también de la Def. 2 resulta que las componentes cy — у + buy ob- 
tenidas sumando las componentes homólogas de dos tensores A у В, 
se transforman por la misma fórmula lineal [5], luego esos nueve 
números cı; componen un tensor, Este se Пата suma de ambos у 
se designa así: A + B= B А. 

Igualmente forman tensor las componentes kas, siendo k un 
número cualquiera, El nuevo tensor se Пата producto de k por A 
o de A por k y se representa así: КА — Ak. 

Queda definida mediante ambas operaciones la combinación 
lineal de tensores E К, A, de coeficientes reales cualesquiera; sus 
componentes son las combinaciones lineales análogamento formadas 
mediante los coeficientes k, con las componentes homólogas. 


Ejemplo importante, que habremos de utilizar, es la descomposición siguien- 
te: dado el tensor А = (a,,) llamemos s,; y d,, а la suma y а la diferencia 
do los elementos simétricos, es deci 
„ан кыже. Ep 
у resultan dos nuevos tensores; el S= (э,,) que es suma del А у de su conju- 
gado; el D= (2,/), que œ diferencia de ambos. Resulta así la descomposición 
siguientes 


a 
= 


A=434+ 4D 
El tensor 8 es simétrico por tener iguales los elementos simétricos respecto 
de la diagonal. El D tiene mulos los elementos principales y opuestos los con- 
jugados; Juego es ontisimétrico. 
CONTRACCIÓN DE TENSORES. — Consecuencia muy importante de 
la Def. 2 es esta igualdad: 
аа + аа las == a F а E аза (71 


ALGEBRA TENSORIAL. 223 


En electo, el eoetie 
presiones de 4%, 4” 
[5] es la suma de los cuadrados de los tres соѕепох directores, o 
sea 1; y análogamente 1 ¡entes de dez y аза; mien- 
tras que el coeficiente de dn (f e de х) es: Xa, ats = 0; 
lad de ievos ejes coordenados. 

| pue rse asi: La suma de componen- 
tes principles de in tensor (u) es invariante. 


as ex 


ente que resulta para thy al sumar 
4%, mediante la fórmula de transformación 


por la supuesta ortogonal 


La igualdad | 


Ема operación que dednee u 
doble se Hama contracción del tensor. « 
te a los de 1 

Miente: 
amos ahora 


p partiendo de un tensor 
.neralizada eonvenientemon- 
rtante en la teoría general. 
ón rebaja el rango, y li suma la conserva, 
› se logra, inversamente, 
go tun alto como se quiera, par 

Provee тим, а 


o superior es muy ¿my 


м esta oper 


onstruir tensores de ran- 


¡endo de los vectores, 


гоз 


VECTORES, — Si se multiplican las com- 
ponentes del vector Alar, 41 por lus componentes del vector 
Bih. b ulan nueve prodnetos: cy == а, . by, que componen 
un tensor: pues en virtud de Ja Yórmula de transformación |5] las 
huevas componentes son: 


har res 


Cuma bj (Da al) (E b, wiy) = X а,Ь, af, ha, 
es decir, obedecen а la ley 
Mama tensorial o de G 


lineal, Esta regla de multiplicación se 
bs, y el resultado obtenido se enuncia así: 
El producto tensorial de dos vectores es un tensor doble, 


Me mui desurrollados los dos productos de los vectores A y B: 
ab mb, а, ba, мв, Мо, 
AB ES a,b, ad, ] ВА = bu, Dya, Daa, 
=з ab, а за a Мо, 

«ue son tensores conjugados, y su diferencia es ol tensor antis 


6 abla, ml e 
4B ва | ЕБЕ ° өз — ма 
UA асна ° 


Salta ш ln vista que las tres componentes situadas а un lado de la diago- 
nal principal son precisamente las que suelen tomarse como componentes del 
vector llamado producto vectorial; debiendo elegirse las de uno u otro lado de 
la diagonal, según sea el convenio adoptado para el sentido de dicho vector, con- 
vonio íntimamente ligado con el signo de la terna de vectores coordenados. Esta 
distinción entro triedros positivos y negativos es netamente intuitiva y no 
expresablo algebraicamente. 

Según la definición de vector, el citado producto vectorial no es un vector 
propiamente dicho, sino un semé-tensor; la figura que se se conserva. invariante 
es el par de vectores opuestos, en uno y otro sentido; pues si sólo so adopta 
uno de ellos, al tomar como nuevo triedro coordensdo uno de sentido opuesto 
mì anterior, dicho vector convencionalmente adoptado para representar el pro- 
dueto, se convierte en su opuesto. 
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Por el contrario, el producto escalar es invariante respecto de todo cambio 

de coordenadas ortogonales y aparece como suma de elementos principales del 

tonsor AB, es decir, es cl tensor (de rango 0) deducido de éste por ln operas 
¡ón quo hemos llamado contracción, 

Se llama valor, intensidad o componente del tensor F(X) en 
la dirección definida por el versor Y a la componente del vector 
F= Р(Х) en esa dirección, o sea al producto escalar Е. X. 

Como las componentes de F respecto de los ejes vienen dadas 
por las formas lineales [4] al multiplicarlas por las componentes 
Zi, 22 т, de X y sumar, resulta como valor de dicho producto es- 
enlar la suma doble 

а= В.Х Хату (i,j=1,2,3) 

Esta forma cuadrática (es decir polinomio homogéneo de se- 
gundo grado) tiene importancia capital en el estudio del tensor, 


Nora. — La componente del vector F(z) en la dirección duda por el ver 
sor Y es análogamente el producto escalar: 
Е.Ү = Say, (i,j =1, 2,3) 


Esta expresión justifica otro método de exposición de lu teoría, que data 
de Hamilton y Gibbs, seguida por muchos autores modernos, basada en ема 
definición, 


TENSOR be INERCIA. — Se Пата tensor de inercia de un sistema 
de masas respecto del origen O, al que tiene por componentes prin- 
cipales los momentos de inercia respecto de los ejes y como compo- 
nentes secundarias los momentos mixtos o centrífugos, con signo 
opuesto, 


Suponiendo una soln masa unita: 
el tensor de inercia tiene lu expresión: 


en el punto z, y, ву mr, 


vtn m —= тоо 07 par zy m 
т=|'—# sn y He r „|Н эл уу s] 
= a no afla y u 


Que esta matriz define, en efecto, un tensor, resulta inmediatamente de la 
descomposición anterior, "puesto que la matriz sustraendo representa el produc- 
to tensorial del vector P(z, y,=) por sí mismo, mientras el minuendo es el ten: 
sor unitario con el coeficiente numérico r2; luego Z es un tensor doble dife 
roncia de dos tensores: I = r2 U 

Esta descomposición muestra además el significado geométrico de Z, pues 
llamando q al segmento de proyección de Р sobre el eje Q arbitrariamente 
trazado por O, y d a la distancia de Р hasta el eje, el valor de I en esa direc- 
ción Q, en virtud de [6] es: 


Por tanto, la intensidad o valor del tensor Z en cada dirección Q es preci- 
samente el momento де inercia de la masa unitaria respecto de ese oje. 
Consideremos ahora en lugar de una masa única todo un sistema de mu: 
sas m, en los puntos (ri, yi, 2) respectivamente ($=1,2,.... 1) el tensor 
de inercia es la suma de los я tensores correspondientes в las diversas masas 
y su valor, en cada dirección es, por tanto, el momento de inercia respecto de ella, 
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180. — Superficies cilíndricas y cónicas. 

Las superficies más sencillas, no planas, son las definidas por 
ecuaciones de segundo grado en coordenadas cartesianas y se Na- 
man superficies de segundo grado, o de segundo orden, o bien cud 
dricas. 

La cenación gene: 


al de la superficie cilíndrica de segundo gra- 
do que tiene lus generatrices paralelas al eje z ев la ecunción geno- 
ral de segundo grado con las variables z, y, o sea: 


Ax + By? 4 Izy -+ Gz 4 2Py + 00 

Su estudio se reduce al de las cónicas. 

Según (167) todos los grupos de coordenadas Ал, AYo Aze 
forman una recta que pasa por 0, luego la ecuación general de las 
superficies cónicas de segundo grado con vértice en el origen ен 
la ecuación homogénea 


Az? + By? 4 Сг* + 2Fya + 2022 + 2H zy = 0 


cuyo estudio se reduce también al de las curvas de segundo or- 
den, cortando por un plano que no pasa por el origen. 


SUPERFICIES CILÍNDRICAS Y CÓNICAS DE REVOLUCIÓN. — Sabemos que la 
ecuación de un cilindro, cuando se adopta el eje z paralelo a las generatrices, 
es de forma f(2,y)=0 y recíprocamente, toda ecuación que carece de una 
variable representa una superficie cilíndrica de generatrices paralelas al ejo 
correspondiente. Si ésta es circular, la ccunción debe representar en ol plano 
y si adoptamos su centro como origen, la ecuación de la 
superficie cilíndrica circular de generatrices paralelas al eje 
das rectangulares: 224 уз = r3. 
La ecuación #2 4 ут = r2? por ser homogénea representa una superficie 
cónica de vórtice 0. Cortando por el plano £ =1 resulta la circunferencia 
жї {ya = r3; Juego la superficie cónica es circular. 


, es en coordena- 
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Reríproeamente, dado un cono circular cualquiera de vértice 0, cuya di- 
de radio 7, a distancin A, о sen: 


rectriz sen la cireunfi 


my 


ión do la superficie 


puesto que еї uferencia: propuesta 


181. — Suporficie esférica. 
"Todos los puntos (£, y,2) que distan r del punto 0 (a, b,c) sa- 
tisfacen a la cenación 
(2074 (y —D0)* | (2—6) Bl 


y recíprocamente; nego ésta es la ceuación de la superficie esférica 
de centro O y radio r. 
Desarrollando [1] se obtiene esta otra: 


oz -j (a? + b? e) — r 0 


y? + 2" — Хаг — 2by — 2 


Dada una ccuación de segundo grado que carece de términos 
еп zy, y2, zæ y que tiene iguales los coeficientes de 22, у", 2°, es de- 
eir (dividiendo por ese coeficiente) 

Hy HH Ат F By + Ca FD 0 12) 


representa una superficie esférica cuyo centro está determinado por 
las coordenadas: 


A B с 
а و ل‎ cm 
2 2 2 


y el radio por la igualdad (a? -+ b? 4 c?) — r =D 
la cual exige que sea D < at 4 b? et 


Nora. — No es menester recordar en la práctica esta condición; basta 

jr la ecuación [2] en la forma [1] y en el segundo miembro, aparece уз, 

iembro resulta nulo, suclo decirse que la esfera es de radio 
ivo, que la esfera es imaginario. 


езе 
Bi este segundo 
mulo; y ві resulta negi 


.+ — Ві Ja ecuación es: 2° + y? 4-22 4 dz — 2y — 
Las coordenadas del centro so ا ول‎ 
Para formar los cuadrados: (= + 2)2 4 (y—1)2 + (2—3)2. 

es preciso sumar 44 1 4 9 = 14 a los dos miembros y por lo tanto el radio 

ө vis. 


l;e 
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Esempro 2.* —— 
resulta т es deci 
у=!;г 

Si en voz de -b 14 el término constanto es cualquier otro número mayor 
que 14, en el segundo miembro quedará un término negativo y по existo su- 


la ecuación єз: zt- y? dot dar —2y- 
la superficie so roduco al único punto rea! 


perficie esférica. Suele decirse que 1а ecuación representa una suporficio es 
fórica imaginaria para indicar quo todas las soluciones de la cevación son ima- 
ginarias. 

182. — Elipsoide. 


Generalicemos la ecuación de la superficie esférica con centro 
en el origen de coordenadas, adoptando сп vez del radio tres seg- 
mentos cualesquiera: а, b,c, y estudiemos la nueva ezuación: 


181 


+ 
a b 


La superficie que representa se Пата elipsoide, de semicjes 
a, b, с. Estos son, en ofec:o, los segmentos que lá superficie inter- 
cepta en los semiejes coordenados, pues anulando y, 2, о bien 2, z, 
o bien z, y, resulta respectivamente: (*) 


roja, y=+b . 2m o 


Forma del elípsoide. — 81 fija 
mos un valor de г, la sección de la 


suporficio por el plano s=, ев la 
elipso 
z y 


"ү 
оза а 


Mamando: 


= 


Los semicjes do esta elipse son: ak <a; bk < у van disminuyondo al crecer 
вы hastu anularse para £, = с, conservándose constante la razón al: Ы 
Todas las elipses son, pues, semejantes; у para €, > о по hay intorsocción. 
Casos especiales. — En particular, tiene interés el саво a=b, pues Jas 
elipses secciones por planos paralelos al zy son circunferencias. El elipsoide ве 
Mama entonces de revolución, porque so puedo engendrar haciendo girar la 
elipse meridiana de semiejes а y е alrededor del eje г. Si es с > a se Пата elip- 
side alargado; si es о < а ве Пата elipsoide achatado, o simplomento esforoide. 


(*) No se confundan los semiejes coordenados, que воп semirrectas, con 
los semiejes de las cuádricas, que son segmentos, o bien las medidas de estos 
segmentos. 
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183. — Hiperboloides. 

Así como la ecuación de la hipérbola difiere de la ecuación de 
la elipse en el signo de un término, cambiemos signos de todos los 
modos posibles en la ecuación [3], 
comenzando por considerar ésta: 


4] 


Las secciones por los planos z = z, 
son las elipses: 


Aquí, al revés que en el elipsoide debe ser г, e, рага que 
haya intersección; y ésta es una elipse, de forma invariable cuyos 
somiejes ak y bk van creciendo infinitamente al crecer |z, 

Esta superficie tiene, en consecuencia, una hoja encima del pla- 
по g= с, y otra debajo del s == — с; se Пата, por esto, hiperboloi- 
de de dos hojas. 

Si ab, la superficie es de 
revolución respecto del eje 2. 

Cambiando un solo signo en 
la ecuación [3] resulta: 


(5J 


Al cortar por el plano z — 2, 
resulta la elipse: 


z v 
ا‎ ecni 
вїепйо: 
а^ _ 
pi s1 
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En este сахо existe elipse sección para todo valor de г,; у eon- 
servándose semejante, al aumentar z, va ercciendo a uno y otro la- 
do del plano zy, el cual determina la elipse mínima, de semiejes 
a,b, llamada elipse de garganta. 

Como no hay interrupción en la superfi 
boloide de una hoja. 

Si es a = b, el hiperboloide es de revolución, respecto del eje в. 


с, ésta ве lama hiper- 


184. — Paraboloides. 

ParavoLome ELÎPTICO. — De igual modo que la ceuación redu- 
cida de la parábola tiene un término cuadrado y uno de primer 
grado, consideremos las cenaciones con un sólo término de primer 
grado, comenzando por el caso сп que los coeficientes do términos 
cuadrados sean positivos: 

Su 
кы м tel 
2p 2q 
4 Escribimos de este mo- 
1 do los coeficientes, porquo 
asî aparecen las secciones 
por los planos coordenados, 
llamados principales, en св. 
ta forma: 


0, р 242. 
y=0 , = 2p 


que representan dos parábo- 
las de parámetros p y q, di- 
rigidas ambas hacias las z 
positivas. 


Forma de la superficie, — Las secciones por planos s 
semiejes а y b tales que: 


е, son clipses do 


a= Spe , 2278. 


mente con £e; ев decir, 
tamente en el sentido de las £ positivas, siendo las 
os horizontales elipses semejantes. En cambio, para z, < 0 no resulta iı 
tersccción real. 
Esta superficio tiene, por tanto, una sola hoja, 
la cual es tanto más abierta cuan 
«maboloide es de revolución y sus sec 
i p y q son desiguales, la superficie no es redonda (са doci: 
то es de revolución) y tendrá forma tanto más aplastada u ovalada cuanto más 
difieran entro sí p y 4 


nda еп la región de 
mayores sean р у q; ві 
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Рлвлпо.оше meernóLico. — Se Пата así la superficie defini- 
da por la ecuación: 
т" y 
—-—=»e Im 
2р 24 
Las dos parábolas secciones 
principales: 


y=0 , 2=2p2; 
a=0, y= — 242; 


están dirigidas en sentidos con- 
trarios, 


Las sceciones por los planos г — г„ son todas hipórbolas y por 
eso se llama hiperbólico este paraboloide. 

Esta es la (а de las cuádricas propiamente tales (esto cs, 
nica) que nunea cs redonda; por ser todas sus secciones planas 
bolas o parábolas, 


no 
hipi 


185. — Simetrías de las cuádricas, 

Las superficies [3], [4], [5] se Патап cuádricas con centro, 
porque sus ecuaciones no se alteran al cambiar los signos de £, y, 2 
imultáneamente, es decir: si un punto (=, y, 2) está en la superfi- 
cio, también lo estû el simétrico (— z, == y, —— е) respeto del origen. 

Tampoco se altera la ceuación al cambior el signo de una sola 
coordenada, es decir: si el punto (z, y, 2) está en la suporficio, 
también lo esiá el (£, y, —2), simétrico respecto del plano zy; y 
análogamente los simétricos rcspceto de los otros dos planos coor- 
denados. 

Tampoco so altera la ecuación al cambiar los signos de dos 
coordenadas, es decir: si el punto (z, y, 2) está en la superficie, tam- 
bién lo está cl (—z, —y, 2), simétrico respecto del eje 2; y aná- 
logamente respecto de los otros ejes. 

ı Resumen: las tres cuádricas con centro son simétricas respecto 
de ese punto, respecto de los tres planos coordenados y respecto de 
los tres ejes coordenados, 

Los paraboloides son simétricos respecto de dos planos coorde- 
nados y del eje común a ellos, pero carecen de centro de simetría. 
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186. — Cuádricas degeneradas, 
Toda ecuación que sólo tiene 
constante 


minos cuadrados y término 


Az? - By? 4 С> 


representa una de las euádricas con cenî 


р 


о estudiadas en esta lce- 


ción, pues puede escribirse en la forma [3], (4), 15), si bien puc- 
den арам 
Disc 


los, sino pa 


r permutados los е, 


N. — No para que se aprendan las Fórmulas genera- 
odo que deba seguirse en cada es 


anula 


e von el mi so 


ra que 


ando st 


la cenaci 


numérico, veamos lo que represent. ЯС 


alguno de los coeficientes, distinguiendo tres casos esenciales; 
1. — Término constante nulo. Fs decir: D 
Ya селейди homogéneas 
Aze 4 Буз Єз = 0 1 


n cena, enyo vértice es el origen O, 


ntn, como hemos 
término cuadrado se ande y сї 


dle este tipo 
cono degenera reduciéndose а un par de pl 
ecuación 


ar + By 


= 5 191 


representa dos planos que paran por el eje с; si 4 y I tienen igunl signo, no 
éxteten tales planos, pues solamente los puntos z =y = 0 del eje 2 satisfacen 
n la ecuación; pero como Шау soluciones complejas, se dice que representa dos 
Planos wmaginarios, 


[107 
representa el plano ж = 0, considerado como doble, Análogamento si 22=0. 
(Fig. 3). 

11. — Ecuación no homogénca. Suponiendo D у 0, sea, por ejemplo, С 
la ecuación: 


Aza Пу: = 0 сиј 
representa en el plano (z, y), una cónica (real o imaginaria) y todos los pun- 
tos que se proyectan сп ella en dirección del eje 2, también satisfacen a la 
ecuación, cualquiera que sea su coordenada z, luego: la ecuación [11] represcuta 
un cilindro de generatrices paralelas al cje 2. 

Bi es C=0 y 
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representa dos planos paralelos, si D y 4 tienen el mismo signo; en caro con- 
trario ве dice que representa dos planos paralelos imaginarios, por la misma 
razón antes дайа. 


111. — Peraboloides degenerados. — Dentro del tipo do los paraboloidce 
Az: + Ву = гу si so anula un término cuadrado, la ecuación ве reduco al tipo: 
ат (зз) 


que represente un cilindro parabólico de generatrices paralelas al eje y. 

Si ze anulan los dos términos cuadrados, la ecuación se reduce а s= 0 
quo representa el plano zy; para conservar el carácter do cuádrica se dico que 
representa además el plano del infinito, 

Resumen: La cevación incompleta, dentro de los tipos estudiados en los 
cinco cuádricas representa una superficie cónica (que se puedo reducir а dos 
planos secantes) si es homogénea; y una superficie cilíndrica (que во puedo 
reducir а dos planos paralelos) ві no єз пото све 


NOTAS. 


ACIÓN GENERAL DE SEGUNDO GRADO. 
Después de haber estudiado Ins ceuneiones más sencillas до segundo grado, 
consideremos la cenación más general posible: 

Axa + Вуз 4- Сез + 2Пзу + 2Fye + 2022 SL + 2My + 2N3 + D=0 

La razón do elegir esta notación para los coeficientes, que parece no seguir 
«1 orden alfabético, so ve inmediatamente pasando а coordenadas cartesianas 
homogéneas (*), es decir, poniendo 2/1, y/t, 2/1, en vez de 7, y, 2, y así ro- 
sulta la ccunción homogénea: 

Аза + Вуз 4 Сез 4 DO 4 ®Руз 4 2002 4- ®Пту 4- 2Lat + 2Myt + 2N5t=0 

DETERMINACIÓN pE LA CUÁDEICA. — Como ln ecuación tiene diez coeti- 
cientes, dividiendo por uno de ellos по nulo quedan nueve; son, pues, necesn- 
rias nueve condiciones para determinar una cuádrica. 

Dar un punto (ль Ya, Zo fe) de la superficie es dar unn ecunción: 

Ал + Бул + Сез + DIF + 
ғул, 4- 206, Па, + Tat + Myte 4 Neta = 0 


entre los coeficientes, luego son necesarios nueve puntos para determinar una 
ouádrica. 


(°) ЕІ lector puede suponer coordenadas cartesian? 


homogéneas, pero todo. 
lo que 


igue vale igunlmento para coordenadas proyectivas homogéneas. 
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los pasen des cuádriens. Basta, 
т nuve puntos de su inter- 


Cabe, sin embargo, que por nueve puntos 
en efecto, imaginar dos cvádricas seeantes y 
sección, . 

Pero si por mueve puntos pasan dos evádri 
san las infinitas euádrieas del haz / — 246 =0, ex 
ro А, pues se satisfacen para las soluciones comunes а amba 

Por nueve puntos раза una sola cnádrica o bien in; 
cuñdrica son las siguientes: 


‚ también pas 
4 


oe 
quiera que sea elon 
„ luego resultas 


Otros modos de determinar 
Por un punto y dos cónicas que tienen dos puntos comunes y están en dis- 
tintos planos. En efecto, los des puntos comunes, más otros tres elegidos en 
enda una, son ocho puntos, Sin embargo, el mótodlo más rápido para determinar 
euádricas, cuando se dan cónicas, es el de la combinación lineal, que Namara 
mos ‘método de las 27. 
Esempio 15 — Consideremos la cubdrica: 
= ge 42424 2y=0 (63) 
y sus dos secciones por los planos y=0 , = 
Para determinar una euádrica que pase por estas dos cónicas y ademús 
por ol punto (1, 1, 2) considoremos la ecuación: 

1 =0 12 
que representa un haz de euádricas, cada una de las cuales pasa por los pun- 
tos comunes n aquella cuádriea y cada uno de los dos planos, Para determinar 
la que pasa por el punto (1, 1, 2) basta sustituir estas coordenadas [2], y 
de la ecuación ев A que nsi resulta, se despeja el valor numérico de este pará- 
metro, que ез: 


10,1,2) 
وڪ‎ 
1.4 Г] 
Luego, In ecuación de la cuádrica © la condición impuesta ез: 
PS y=0 
Paenpio 2° — Cuíalrica que рака por el (1,—1,1) y por las seo- 


ciones determinadas en ln misma [1] por los pl 2y4e=0 , 2—2y=0 


El valor de } es 


141,1) 1 


isn 


y la ecuación que resulta es: 
Эз + aya + 

PUNTOS siyar 

anula n las cuatro derivadas. 

Para que exista. punto singular d 
f'n = Ағ пу 4+ беа t 
за fw = Па + Ву + Fz Mt = 
% 


— Un pa 


ser compatibles las ecuaciones: 


бе+ Fy + C2 Nt ás 
La + My + No + Dt =0 
es decir, deben admitir solución distinta de la (0,0,0,0) y la condición neco- 
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saria у sufici 
tes, que lnm 


тїс para ello es que se anule el determinante de los eocficien- 
remos discriminanic de la cuádrica. 


fa me & 
гај 


jatibles y existe un pan: 
virtud de la identidad de Euler, que 


to singul 
so comprueba inmeilinta 
(51 
Supongamos que el punto el origen; entonces debo ser 
MN = D= 0 y la ecuación 


que representa uu vo 
Ана singular, la cuádrica ex un cono 
de madas, da ceunción хо 


e al de su cónica seeción. 


Proriva» 
coordenadas p 
enal sôlo podemos 
lo) al plano en 
pares de intorsccck 
él. Que tal plano existe se d 


mi su estudio se haco mejor usindo 
зе en cartesianas la polaridad, do la 
plano polar de wn ponto 

gados armónicos resp 
з secantes que pasan por 
te resultando como ccunción del 


misno slenadas homogène 
tn Кы Кө АГ! + =0 
y pa paaur а co 1. 
En ır «s el plato lamado dia» 
metral, ime ontan cuerdas paridas ш ayut 


Ma неее 

So demuestra йе ción, que los planos polares 
de los puntos de por otra mal se Hama recta polar 
de aula ros en efecto, utilizar la expresión (107) 
de las evordonudas ıa reta, la cual adopta esta forna mis 


ennn , Y An , л 
EJERCICIOS 
1. — Clasificar diversas cuádricas. Si tiene alzún centro, se adopta como 


origen, e:tudiundo Ins ececiones por los plaros coordenados. 
— Cinsificar сиба ja de cuadrados, como 
en este ejemplo: 
жї дуз 4 — dry — Eye +2 —4y43=0 
cando z factor común y completando el cuadrado, re t ansforma asî: 
2 —2e(0y—1) + 307 Bye 4y +3 
(E 2y + 1)2 y: sys 2—0 
y formando cuadrado con los términos en yc, dan: — (y -+ 2)3 4-22 4 2 


La cuádrica es, un hiperbolvide de доз bojas, pics su ecuzeión reducida ез 
X: Ys 2-1-9 =0, referida al triedro no ortogonal: 


z—y+1=0 , ye 


з por el mútudo de formaci 
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187. — Generatrices rectilíneas del hiperboloide de una koja. 


La ecuación del hiperbolvide de una Воја puede escribirse así: 


--* 11 


O bien: 


RI LA A 


Eserita en esa forma aparece como producto de las ecuaciones: 


+ ( 5-4) 
A ice A 


cualquiera que seu el parámetro A. Al variar A cada una de estas 
ccunciones representa un haz de planos y sus intersecciones son 
rectas situndas en la superfie 
face para lus soluciones comunes a éstas, 
ambas. 


‚ puesto que la ceuación [1] se satis- 
que es el producto de 


tuadas en la ená- 


le inf 
ma haz alabtado de segundo orden, 
et producw de las ccnaciones 


Resulta, pues, un sistema tas rectas 


дгісд y el conjunto de tod 
Análogamente, como [1] 


ран ыы 
tl 


resulta otro haz alabeado sobre la sı 


serficio, 


Para A=0 resulta la goneratriz гое a, bz-} су =0. 
a ы » » » та, bz—cy 0. 


y el plano tangente х == а da como sección este par de rectas. 
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Fijado un punto (To, Yo, 2.) en la superficie, las ecuaciones [2] 
determinan un valor de A: 


Zo Yo 
ык E 
Š. 4a 
a 


el cual determina una gencratriz del primer sistema que pasa por 
él, y análogamente resulta una generatriz del segundo sistema. En 
consecuencia : 

El hiperboloide de una hoja contiexe dos haces de generatrices 
rectilínous y por cada punto de la superficie pasa una de cada sis- 
tema, las cuales determinan el plano tangente en dicho punto. 


188. — Generatrices rectilíneas del paraboloide hiperbó! 
Análogamente, la ecuación “del paraboloide hiperbólico: 


puede eseribirse así: 


ri “ 


y es por tanto el producto de estas dos: 
z y 


a=r-”] _ 
EET 5) 
a boa 


que definen un haz alabeado de rectas situadas en la superficie y 
asímismo es el producto de estas otras dos: 


z v 
жае کے‎ 

EA Р 
EE 18] 

a Ж a 


que definen otro haz alabeado, por la misma razón ya explicada en 
el caso del hiperboloido, 
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Lo mismo que en el caso anterior, por cada punto del parabo- 
loide pasa una generatriz de cada sistema; pero hay una diferencia 
notable y es que todas las rectas [5] son paralelas al plano: 


z y 
ج‎ E ле >с @. 
a Er] 


y todas las rectas [6] son paralelas al plano: 


2 y 
—— 0 0) 8 
= > [8] 


Estos dos planos se llaman directores del paraboloide. 

Para 4» co resulta en el haz [6] la recta impropia del plano [7]; y para 
A» co, la del plano {8]. Es, pues, natural, desir que esas rectas imp орва 
son generatrices del paraboloide y que forman su intersezción con el plano 
impropi 


189. — Cuádricas alabeadas. 

o Haman alabcados el hiperboloide de una hoja y el paraboloi- 
de hiperbólico por contener generatrices rectilíneas y no ser desarro- 
Mables sobre un plano, como se verá más adelante. 

El elipsoide carece de gencratrices rectilíneas por ser finito, y 
también carece de ellas el hiperboloide de dos hojas y el parabo- 
Joide elíptico, por existir planos que no contienen puntos de la su- 
perficie ni propios ni impropios (por ejemplo todos los planos 2 m k 
siendo k < 0 para el paraboloide, o bien —c <k < ¢ para el hi- 
perboloide, 

Las aristas de los haces de planos [2] son las rectas de ecua- 
cione 


z/a—1 , 2/c—y/b i z/a=—1 , 2/0=y/b 

y como estas cuatro ecuaciones son claramente incompatibles, di- 
chas aristas se eruzan, Cada par de planos homólogos se cortan en 
una recta, secante de ambas aristas; luego cada dos secantes 
MN, M'N’ se cruzan, Análogamente para los haces [3], [5], [6]. 

Por consiguiente: Dos generatrices de un mismo haz no se cortan, 

En cambio, como las cenaciones [2] y [3] no son independientes, 
pues el producto de las dos primeras es idéntico al producto de las 
dos segundas (o sea la ecuación [1]), una de ellas es consecuencia 
de las otras dos y por tanto las coordenadas del punto que satisfaga 
а tres de ellas satisface también а la cuarta. Es decir: Dos genera- 
trices de distinto haz tienen un punto común. 
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Dadas tres generatrices de un sistema, las del otro quedan de- 
terminadas por la сопа de cortar a estas tres. 

Sen un punto de la generatriz c, los planos Ра y Pb determi- 
nan una recta que pasa por Р y cortan a las а y b еп puntos pro- 
pios o impropios, 

Por cada punto de cada una de las rectas а, b, с pasa, pues, 
una sola gencratriz del otro sistema. 

Recíprocamente, dadas tres ree:as cualesquiera que se cruzan 
áeilmente la cenación de la cuádrica que вө 
а el siguiente ejemplo, 


dos se obl 


jene 
determina como ind 


EJHMTLO. — Sean Ins generatrices dadas: 


2=0 z=1 s+y=3 
у=0 y=2 o 


Para que la recta 
y=b+q 
2=0+p 


OF 


corto а In primera, es preciso que las ecuaciones аг -|-р = 0, bs -+ p = 0 teng 
una solución común, о sen: 


aq = 5р 12) 
Para que corto a la segunda es preciso que sean compatibles las ecuaciones: 
в+р—1=0 ; (2—1): + 
O ва ва = (ь—1)(р—1) 
Y toniendo en cuenta la [2]: 
Ъ+р=1 зу 
Para que corte a la tercera es preciso que sean compatibles Jas ecuaciones: 
(a+ d+ p4g=2 2=0 2. p+a=2 “1 


Eliminando a, b, р, q entre las cinco ecuaciones [1], [2], [3] resulta una 
ecuación en л, у, г que se satisface para las coordenadas de todos los puntos 
do todas Ins rectas [1] secantes de las tres dadas, y es por tanto Ја ecuación 
del lugar geométrico formado por todas esas secantes. 

Dicha eliminación se hace „cómodamente despejando а, b, р, q de las 
cuatro ecuaciones lineales y sustituyendo on la [2], que es de segundo grado. 
Así resulta la ecuación de la euádrica: 


у + zy 22 —ys—24=0 


Otro método más rápido pero que по pone de manifiesto su estructura ro- 
glada es el de coeficientes indeterminados, partiendo de la ecuación general 
(190) е imponiéndole las condiciones de contener a las tres rectas directrices 
dadas. 
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190. — Secciones planas de las cuádricas, 

La sección plana de wna euádrica es una cónica propia o dege- 
nerada, En efecto, adoptando esc pleno como coordenado, es decir 
al de 1 


2=0, la cenación gen 


Ac +B 
+2 + п) 

da, como ceuación de la sección por el plano zy la siguiente: 
By? 4- Izy + 2Le + 2My + D 0 12) 


que representa una cónica. 
El plano se Пата secante si corta a la cuádrica en una cónica 
propia. 
Se Mama plano tangente 
cuádrica o bien un par de re 
gún punto común con la cuádrica 


sólo tiene un punto común con la 
с Пата exterior si no tiene ni 


8. 


Las secciones paralelas de una cuddrica por planos secantes pa- 
ralelos son curvas semejante: 


Arica [1] por otro plano z — k 
na cónica definida por ёе y 


En efecto, cortemos la misma euá 
paralelo al plano 2—0, resultando 
la ecunción : 


Аа? + By? + Му + 2Pyk + 2Gxk 4- 2Lx 4 2My + 2Nhk — D — 0 


que: tiene los mismos términos de segundo grado en xy, y por con- 
siguiente es semejante a aquélla. 


Nora. — En particular, sî el plano paralelo es tangente, Ja sección se re- 
duco a un sólo panto о а dos rectas y la semejanza deja de subsi 


191. — Determinación analítica de las secciones circulares. 
Un método que se presenta de modo natural para determinar 
las secciones planas que son cireunferencias es el siguiente: 
Si de la ecuación de la euádrica f(x, y. 2) == 0, restamos la ecua- 
ción de una superficie esférica elegida de tal manera que la dife- 
rencia represénte dos planos, la línea de intersceción de la cuadrica 
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соп la superficie es la misma que la intersección de ésta con los 
dos planos, es decir, dos cireunferencias. 
Sea el elipsoide escaleno: 


== + — + — 1 a>b>0 


y la superficie esférica de radio b: 


Г. 
ү. ЖЫР ГАЧ жин 
ы ы ы 
La diferencia де ambas ecuaciones: 
E { 1 1 1 
os A 
b # F 


у como ambos coeficientes som positivos por ser 1/b*>1/a* y 
1/0? > 1/%, esta ecuación se descompone en dos ecuaciones de pri- 
mer grado que representan dos planos: г — : kz. Por tanto: 


Hay dos secciones circulares cuyos planos pasan por el eje in- 
termedio b. 

Si elegimos la superficie esférica de radio a о с resulta un coefi- 
ciente positivo y otro negativo, es decir, dos planos imaginarios, 

EsExpLo. — Sea el elipsoide: 

3y2 4602 =2‏ + دو 
Como el cocficiento intermedio ев el 4, elogiremos la esfera:‏ 
da + dy 421=2 >‏ 
y—2m=0‏ 
у= Ve‏ 

Тав dos secciones cireulares que pasan por el eje z están perfectamente de- 
terminadas por estos dos planos y la superficie esférica. 

Mêrono orÁrico. — Si trazamos secciones por el eje mayor a resultan elip- 
вез con este semiejo a y el otro es el radio vector que el plano determina en la 
elipse de semiejes 0, o, el cual, por estar comprendido entre b y с, es menor 
que Ъ y en consecuencia menor que а. 

Rosulta, pues, una olipse de semiejo mayor a. 

Análogamente, si trazamos un plano por о determina con la elipse de semi- 
ejes a, b un radio vector mayor que b у pór tanto mayor, que с. Resulta, pues, 
una elipse de somiejo mínimo е. 

En cambio, ві la sección so traza por el ejo intermedio b, сото el Яо 
vector de la elipso de semiejes a, o, está comprendido entre a y с y por 
continuidad toma todos los valores intermedios, existe un radio igual a b. 


Y restando resulta: 
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Trazando con centro O la circunferencia de radio b, ésta corta а la elipse 
en cuatro puntos simétricos dos a dos, que determinan los planos buscados. 

Obtenidos los diámetros ALN, PQ, sus conjugados se construyen tomando el 
punto medio de una cuerda paralela а cada uno; y cortan а la elipso en los 
puntos cíclicos, 


EJERCICIOS. — Determínense analítieamento los diámetros conjugados de 
los dos diámotros obtenidos en el ejemplo anterior. 

La tangente a la elipse 3y3-+ 622 = 2 en el punto (Y,£) tiene coeficientes 
stublecida proporcionalidad con los coeficientes 1, == Y 2 resultan los 
diámetros conjugados, y éstos determinan en la elipse los puntos cíclicos. 


¿e 


Р. m 


70 
| 


192. — Doble sistema de secciones circulares, Puntos cíclicos. 
Obtenidas las dos secciones cireufares por los planos т y т que 
pasan por el eje intermedio del elipsoide, determinadas analítica о 
gráficamente, todas lus secciones producidas por planos paralelos 
son también cirennferencias (190) puesto que las secciones paralelas 
son semejantes. Resulta, pues, un doble sistema de secciones circu- 
lares, dos a dos simétricas, respecto de los planos principales que pa- 
san por el eje intermedio; los centros de las secciones paralelas en- 
tro sí forman el diámetro conjugado con el diámetro МУ de la elipse. 


№ Q 


Puntos cícracos. — Los dos extremos C, C, de cada diámetro 
conjugado con un sistema de secciones circulares, o sea los puntos 
en que corta a la cuádrica se llaman umbílicos o cíclicos. 

Los puntos cíclicos de la cuádrica están, pues, definidos por la 
condición de que los planos secantes paralelos al plano tangente en 
cada uno de ellos, dan secciones circulares. 

En el elipsoide, hay por consiguiente cuatro puntos cíclicos si 
tuados en la sección principal de scmiejes máximo y mínimo y si 
métricos dos a dos respecto de éstos 


193. — Secciones circulares del hiperboloide de una hoja, 
El método es igual al seguido en el elipsoide. Si de la ecuación : 


a>b ; ¢ ев cualquiera, 
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restamos la ecuación de 


+ y + —1 
а 
resulta: 
1 1 1 1 
ا‎ Н БИР А ES 
b a \ ШЕ, а { 


que representa un par de planos: 2 = = k y que pasan por el eje = 
у que son simétricos respecto de los dos planos coordenados ту, 22. 


Nora, — En cambio, por el eje menor b no pasa ningún plano que dé 
soccionos circulares, pues todas las aceciones rosultan con el semiejo mínimo b. 
Como el plano tangento corta en dos rectas, y sus paralelos cortan en 


que tienen los mismos puntos impropios que estas rectas: resulta el 
alabvado carece de puntos csclicos. 


4 


Ejemplo: myy 
Como ol mayor Jde los semiojes trauavorsos en ol b, olegiremon Mm esforu: 


ЕБЕ 


y restando resulta la ecuación 


VE 


quo representa dos plamos; éstos, con la superficie esfórica, doterminan dos 
secciones circularos, 


JERCICIOS 


1. — Determinar las secciones circulares y los puntos cíclicos del hiper- 
boloide de dos hojas, demostrando que existen dos sistemas de secciones circu- 
Taros, paralelas al mayor de los dos ejes no transversos y cuatro puntos cíclicos. 
ireuluren del puraboloide elíptico, demos- 
os а la tangento a In parábola principal 
iclicos en la parábola principal de menor 


2. — Determinar las soeciones 
trando quo hay dos sistemas puralel 
de mayor parámetro y dos puntos 
parámetro. 


3. = ¿Cuáles son los puntos cielicos y las secciones circulares en la euñ- 


driean de revolución? 


carecen de secciones circulares y las que 


4. 2- Enumerar las euádricas qu 
vareren do puntos cíclicos, pero tienen secciones cire 


jente para que las secciones circulares 
(сов, ce que el coeficiente inter- 


- Cond 
ventrales del elipsoide contengan los puntos cf 
modio seu medio nrmónico de los otros dos. 


› del texto. 


éxvese que esto se verifica en el ejemp 
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DERIVADAS Y DIFERENCIALES DE LAS FUNCIONES DE 
VARIAS VARIABLES 
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194. — Continuidad de las funciones de dos variables. 
La definición de continuidad de una función 2—/(=,y) de 
dos variables, es análoga а la de las funciones de una sola variable, 
y vale para cualquier número de variables. 
Se dice que f(x, y) es continua en el punto (a, b) cuando se 
verifica la condición: 


lím. f(z, у) = f(a, b), рага (x,y) — (a, b) 
es decir: cualquiera que sea el número positivo e, se verifica 
Губа, у) — 109,0) | < e 
рага todos los puntos (z, у), que eumplen la condición: 
|х—о|<&,|у—5Ь|<5 , o bien (2—a)t4+ (y —b)* < ® 


siendo 3 un número conveniente. 

Estos puntos (х,у) forman un cuadrado de semilado 3 o un 
«їгеп1о de radio 5; uno y otro se llaman entornos del punto (a, b). 

Una función se dico continua en toda una región del plano, 
cuando es continua en cada uno de los puntos de dicha región. Si 
en el punto (a,b) la función es positiva, como f(x, y) llega a di- 
ferir de f(a,b) menos de su valor, también es f(z,y) >0-en un 
cierto entorno del punto (a,b). Es decir: Si una función es conti- 
nua en un punto, y no se anula on él, tiene signo constante en un 
entorno de ese punto. 

La representación gráfica de una función: z — f(x, y), se hace 
levando el valor do z correspondiente a cada раг (х,у) como ter- 
cera coordenada perpendicular al plano x y, y se tiene un conjunto 
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de puntos cuyas alturas difieren tan poco eomo se quiera (como sue- 
le decirse imprecisamente, varían por grados insensibles), y esta fi- 
gura se llama superficie. Ejemplos de estas representaciones gráfi- 
cas se conocen desde la Geometría Analítica. 


Notación general: Se dico que un punto variable P->Q si las coorde- 
madas de P tienden а las de sen: la distancia PQ > 0. La continuidad en 
el punto Q se expresará азі: /(P) >/(Q) para Р» 9. 


195, — Derivadas parciales primeras. 

Si consideramos los valores de 2 рага los distintos de х, se ob- 
tiene, considerando a y constante, una curva sección situada en un 
plano paralelo al zz. La pendiente de esa curva se obtiene derivan- 
do 2=f(x, y), como si la única variable fuese Ја z, mientras que 
ln y se conserva constante, Esta derivada parcial se representa asf: 
27, = f'a (£, Y), о más escuctamente: 2s == f(z, у). 

Análogamente, si se conserva æ constante, haciendo variar y, 
la derivada se representa así: 2'y — /'y(2, y), y su valor es la pen- 
diente de las curvas secciones de la superficie, por los planos 
ж == constante, 

Se suelen usar también Јаз notaci 
y también estas otras: 


nes: Daf(2,Y) , Ру (ау) i 


debiendo tenerse en euenta que no son cocientes de diferenciales, 
pues los inerementos de 2 son distintos según que ве incremente 
2 о y. Esta notación puede inducir a error, y es menos conveniente. 


196, — Teorema del incremento finito. 

Vamos a demostrar el teorema análogo al del valor medio do 
las funciones de una variable, comenzando por calcular el incre- 
mento de la función cuando incrementamos las dos variables. 

Si tenemos el valor de la función en un punto z—a, y — b, 
е incrementamos la т en h, la función se habrá incrementado en 
hf'«(E,D) ; y si después se incrementa b en k, sufre un nuevo in- 
eremento kf'¿(a +h, n); luego resulta el teorema del valor medio: 


Аг == hf’ (Б, b) + КР, (а +h, n) 
Nora. — Mo aquí todo el cáleulo, más ampliamente desarrollado. Sen: 
ме 2а +3, + ®у—/[(а,ъ) п] 


dondo h у k pueden ser números cualesquiera, Sumando y restando el nûme 
ro /(а +h, b) a la expresión [1]: se tiene: 


Ae = [f(a +, + ®) — f(a +h,0)] + [f(a +h, d) —/(0, 0)] 
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Los dos primeros términos forman el incremento do la función f(a +A, b) 
en quo b sufro un incremento k; y los dos últimos términos son el ineremen- 
to de la /(а, 5) en quo a está inerementada en A. 

Aplicando el teorema del valor medio a los dos primeros términos, resulta: 

Flath, b FE) а) = ®./'у(а + h,d + 0k) 0<0<1 

Análogamento, aplicando el teorema del valor medio а los dos últimos 

Sath b) —F(0,b) =Af'a(a + h, b) 0<0 <1 

Luego sumando resulta el teorema del valor medio. 

Obsérvese que de la simple existencia de derivadas parciales en un punto 
ha resultado ol teorema del valor medio; y que ésto implica la continuidad 
do /(2, у) tales derivadas están acotadas en un entorno del punto, pues As 
puedo hacerso arbitrariamento pequeño tomando auficientemonto pequeños Р y K- 


Si las variables son z, y, 2, e inerementamos la x en А, después 
la y en k, después la z en l, el incremento que sufre la función 
u= f(x, у, 2) al incrementar cada variable, es igual al incremento 
Че ésta por la derivada parcial respectiva en un punto del intervalo 
«le inerementación, luego el incremento total es: 


Au — f(a +h, b4-k, с 0) — f(a, b, с) — 
һ./'»(®,Ь, с) + kf (a + h, n, с) + If ela + h, d+ ke, ¢) 


Análogamente se procede para cualquier número de variables, 

COROLARIO. Si las derivadas son nulas en un entorno del punto 

Q» es [(P) constante en tal entorno, Pues siendo Au — 0, resulta: 
1(P) — f(Q) para todo Р del entorno. 


197. — Errores en las funciones de varias variables. 

El teorema del valor medio tiene aplicaciones análogas a las ya 
vistas en el caso de una variable. 

Calculada una magnitud en función de otras, los errores en las 
medidas de éstas producen un error де aquélla, el cual es igual а 
la suma de estos errores multiplicados por las respectivas derivadas. 

En la medición de los datos habrá, pues, que extremar la exacti- 
tud en aquellas variables cuya derivada respectiva es grande; у puc- 
do descnidarse la de aquellas que corresponden a derivada pequeña. 

El desconocimiento de los puntos intermedios que figuran en el 
teorema no es obstáculo, puesto que se trata, no de obtener el va- 
lor exacto del error, sino una cota del mismo, conocidas las cotas 
de los errores de los datos. 
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Error de www. — Сото ia uerivada respecto бе cada variabie 
ез es proaueto ае ias otras, resulta: 


A(uvw) — vw. Au -+ иле. Аш + uv. Au 


y el error relativo se deduce dividiendo por uvw, y resulta aproxi- 
madamente la suma de los errores do los factores. 

Para acotar rigurosamente el error de uvw debe tenerse en 
cuenta que vw, uw, uv deben tomarse en puntos intermedios de los 
intervalos respectivos. 

Análogamente se deducen las otras reglas de cálculo de erro- 
res en las operaciones aritméticas. 

EseurLo. —- Dade *. Lase a y los ángulos contiguos B y С, el lado b so 


calcula por 7. fórmula 
ason BH окан 
ъ= 2 ب‎ 
sona son (FF 
Bus derivadas respecto de a, B y С son: 
жан ТТА е.а B.cos (B -+ 0) 
sen (B+C) ° жаН ЕС) sena (B 4 С) 


Bi los datos son: 
2-10 m. Dz" cer 
los valoros aproximados de las derivadas son: 
05 ; 8 5 0 
esto indica que debe extremarse la exactitud en la medida de В, aunque se 
descuido la do С, quo apenas infinyo. Supongamon que los errores absolutos sonn 
Aa < 0,05; AB <10 < 0,003; AC <10 <0,003. 

Aunque no so conocen los valores intermedios В, С, puede asegurarso que 

están comprendidos entre 


299610 өгө ; 
luego: В С> 89°, por tanto, las dorivadas son seguramente menoros que 
оз ; 10 ; 005 


y el orror total menor que 
0,025 + 0,03 + 0,0002 ~ 0,05 

donde во observa que el error do С no ha influido, pudiendo habereo apreciado 

eso ángulo casi a simple vista. 


EJERCICIOS 
1. — Deducir las fórmulas de error сп ol cálculo do un triángulo deter: 
minado por dos lados y el ángulo que forman. 
2. — ¿Cuáles son los ángulos más favorables para la determinación de un 
triángulo por un lado y los ángulos adyacentes? 
3. — Deducir las reglas que dan el error relativo de un cociente y de una 
raíz. 
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198. — Derivada de una función compuesta. 

Una función flu, v) de Асе variables u, v Сереп lientes de una 
misma variable t, se llama compuesta de u y v. Ta! es por ejemplo, 
la función u” cuando w у v son funciones de /. Más general, 
f(u,v,w....) siendo ,v,w.... funciones de f, es una función 
compuesta de estas variables dependientes de t. 

Para calcular la derivada de una función compuesta, F(t) — 
— [(u, v), pasemos del valor t al t -+ At; si son u, v los valores co- 
rrespondientes a t, y u- Au, v-j- Av los correspondientes а £ -+ Ле, 
tendremos por el teorema del valor medio: 

AF (t) Рабиъ) „Ли -{- fe (Ug, 0,) . Av 

o bien, llamando 8, == f(t, 0,) Габи, v), diferencia que es in- 
finitésima, por la supuesta continuidad de /'„ (y análogamente pa: 
ru ӧ,) es: 
[1) АР) аби v) Ли + Си, v) Av + (8, Au + 5,Av) 


y formando el cociente de inerementos: 


. du Av 
= - Pl) fo) ——— +8., 
$ urr At 
siendo 3 infinitésimo, pues los cocientes de inerementos de u y v 
por At están acotados, por tener límites finitos: w’, +”. Para At > 0 
resulta: 


F(t) — рио) . Гб). т 

En general, si la función se compone de varias funciones 
ч, о, W.... (por ejemplo tres fanciones), resulta, como antes: 

E” (t) ре (и, v, w) w Ро (и, 0, w) 07 + fo (0, 0, w) 107 
que también podemos escribir así: 

dF() of du əf dv of du 
# m a w ‘ою а 

La derivada de una función compuesta respecto de la varia- 

ble t independiente, es la suma de los productos obtenidos multi- 


plicando cada derivada pagpial respecto de una de las variables de- 
pendientes por la derivada de ésta respecto de t. 
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Si en la fórmula anterior multiplicamos por di resulta: 


dF(t) =f' du + f's.du + f'o dw 
fórmula que vale cualquiera que sea la variable independiente 2 y 
de la епа! se pasa a la derivada dividiendo por la diferencial dt. 
Supongamos ahora que и, v y w scan funciones de £ y de y n! 
mismo tiempo. Entonces, tendremos: F(z, y) = f (u, v, w). 
Esta función tendrá dos derivadas parciales, ya sea que se соз 
sidere a æ o а y como constante. Es decir, aplicando la regla anterior 


Ey e р fg. A A 
Fy fay А Pety + A 
Si en vez de ser dos las variables independientes fuesen más, las 
derivadas parciales serían tantas como variables independientes 


Еземт1ө. — Sea у = ur, siendo u, y funciones de z; la derivada de y +» 
Y = cues. + ч.н." 
Si es y= к= romltas 
Y = я.” фае аа 1.2) 
que ya so obtuvo mediante logaritmos. 


Trongsa DE EcLen. — Una función se Пата homogénea de grado m si nl 
multiplier por £ queda por tm; ез decir, sì tiene 
por ej les т, y, se veri tidad: 


гат, ty) 
respecto de £ results 
аут (tz, ty) + эу, ty) 


y pura (=1, obtenemos la identidad de К 
homogeneas de cualquier número de variables 


afat зу +. Hof o MIE, у, .....,‚ 0) 


la cual habiamos obtenido para las funciones algebraicas do segundo 
La demostración usual del teorema recíproco quo omitimos, es inadmi 


199. — Concepto general de diferencial. 

Dada una función z= f(z, y) con derivadas continuas, si las 
variables son funciones de ¢, acabamos de ver que la diferencial de 2 
viene dada por la fórmula: 

[2] dz — ['„.4х + ['„.йу 
donde de — 27. dt, dy — y’ . dt. Supongamos ahora que 2 е y sean 
variables independientes у adoptemos la misma definición [2], o sea: 

Diferencial de una función con todas sus derivadas parciales 
continuas es la suma de los productos de estas derivadas parciales 
por los incrementos arbitrarios de las Correspondientes variables. 


ca Ta id 
tm f(a) 


mena f(z, y) 
ler, quo caracteriza las funciones 


ndo. 
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La expresión [2] es, pues, una definic: 


ón si z e y son variables 
independientes; es un teorema si son funciones de t 

Supongamos el caso general de una función de varias varia- 
bles, las cuales son funciones de otras varias. Sea, por ejemplo, 
би, кулю) siendo и, о, о funciones de хуу; luego f(u, v, w) == 
—Píz,y); su diferencial, según la definición que acabamos de 


dar, ез: 


ар = Ps de | Fo dy 


puesto que estas derivadas Fz, F",, son continuas si lo son las de- 

rivadas respecto de и, v, w, y las de (stas respecto de х,у; ya que 

entonces vienen dadas F's, F’, por las expresiones obtenidas en 

(198), las cuales, sustituidas en 4F, da 

dF ра da ty dy) ts da + 
Р=(ш/,.дх -$ wy. dy) 


dy) + 


y como los paréntesis son du, de, dw, resulta: 


[8] ар = f'a du а Го 


Conelusión importante: Mientras la derivación exige saber la 
dependencia o independencia d riables y en cada caso resulta 
regla distinta, para la diferen hay una regla única: 

La diferencial de una función de varias variables (dependien- 
tes o independientes) es la suma de los productos de sus derivadas 
respecto de ellas, por las respectivas diferenciales de éstas. 


Nora. — Si so repasa la demost 
que el paréntesis de [1] sea infi den superior a les ineremes 
y esto induce n dar osta noción más general, debida a Thomne: 

Sean independientes o no las variables, si el incremento admite la expresión: 


ath yk) — (29) =A HA BE dr 
siendo A, В independientes de h,k, y 30 cuando la distancia т = үл? | 1130) 
es f derivable y sus derivadas parciales son A,B. La parte principal 


нА fp + k se designa por df. Las funciones que cumplon tal cando ón se 
Патап diferenciables. 

Todas Ins reglas demostradas con la hipótesis demasiado exigente de la 
continuidad de las derivadas, valen рата las funciones diferenciubles en ge- 
neral, (У. Elementos de la T, de funciones). 


200. — Significado geométrico de la diferencial. 

Do igual modo que para las eurvas el tomar la diferencial por 
el ineremento equivale a sustituir la curva por su tangente, para las 
superficies equivale a tomar un plano, que se llama tangente. 

Consideremos la superficie г — f(z, y), donde la función f (æ, y) 
tiene derivadas parciales continuas en el punto л (Zo Yo); Su 


las va 


Is) se verá que lo esencial es 
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incremento, para todo punto (z,y), o sea la ecuación de la super- 


ө == (IE Y1) Y (бу — Yo) (с, Ya) 


donde (% Y) (Z+ ¥.) son puntos intermedios; en cambio, si po- 
nemos la diferencial, la ecuación: 
14] 2 — zo — (a — Zo) falto, Yo) + (Y — Yo) f'ul To Yo) 
que tiene coeficientes constantes, representa un plano que pasa por 
el punto (Ze, Yo, гь). La diferencia de ordenadas entre el plano y 
la superficie ев 

(в — х,)$-Ь (y —Yo)Y —=r(d.cos a +9 .son а) 
siendo 5 3' infinitósimos, por ser los incrementos de /'„ f'y, que por 
hipótesis, son continuas. Siendo, pues, infinitésima de orden supe- 
rior respecto de la distancia r desde (Zo, Yo) а (7, Y), parece natu- 
ral llamar tangente a ese plano, por analogía con las curvas y por- 
que cortado por planos verticales da las tangentes а las curvas вес- 
ciones de la superficie. 


Para y = y, resulta una sección plana paralela al plano х2, 
y la sección del plano tangento es la recta tangente. 

Análogamento, para £ == z, resulta una sección plana de la su- 
perficie y su tangente en el mismo punto A. 

Más general: para а constante, resulta una sección plana y 
su tangente; la pendiente de ésta, o sea el límite de Az/Ar para 
Ағ 0, se llama pendiente en la dirección a, o derivada en la di- 
rección a; su valor se representa así: 


[4] 2'e Рз, Yo) -cos a + fu (Zo, Yo) sen a 
Para а==0 es г== =, y resulta 2% ; рага а == 90°, resulta 2. 
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EJEMPLO 1. — Paraboloide. La ecuación del paraboloide es s = pz? + gy; 
considerando el signo [-+], el paraboloide es elíptico, con el signo [—] m- 
porbólico. 

Las derivadas son: s's = 2рг, y = 2py, luego la ccuación del plano tan 
gente al paraboloido elíptico, en el punto (Ze, Yo, Ze) са: 

2prz, + 2903, — 2pr,? — 2q? + с, 

Los dos términos: —2px,2—Zgys2 suman: — 22, puesto que el punto 
(жь Ye, б) está en la superficie, luego g-t- 2, = PIF, = дуу, es la ecuación 
del plano tangente al paraboloido clíptico о hiperbólico en un punto. 

EsexrLo 2. — ¿Cuál es la pendiento del paraboloide г = 2z2 -}- y? en vl 
punto (1, 1, 3) en lu dirección = = yf 


cos 45° + 2.sen 45% 


уг 


HEMO 3. —- Las ecuución del plano tangente en el origen es z= 0; phur 
que deja а la superficie en su lado superior si el paraboloide es elíptico, pues 
en todos los demás puntos do ésto es 2 > 0; pero el plano ¿=0 corta el ри 
raboloido hiporbólico en dos rectas px? с дуз, 
Nora. — Hemos demostra las дегі 
continuas, Ina tangentes a las curvas planas, весе 
al ojo s, están en un plano. Del сар. 2 
ze 0 ен unn Superficie, y son 2, 
sobre la muperficio y por tanto 


as parciales de f(xy) son 
cs por los planos paralelos 
resulta más en general: Si F(x, y, 8) 
2 funciones de £ que representan unn curvo 
atisfacen n la ceunción, se verifi 


Fada | Pydy К 
relación que expresa ¿cómo veremos, que la ta 
plano que pasa por el punto y tiene los 
Con la definición de Thomas resulta: Condición necesaria y suficiente para 
que wma superficie tenga plano tangente, es que la función sea diferenciable. 


201. — Gradiente de una función. 

Para construir una gráfica do Jas pondientes de las diversas curvas tru 
sados en la suporficie г = f(z, y) por un punto 4(a,D,0) llevemos еп саба 
recta trazada por el punto (a,b) del plano zy un segmento igual а 1а deri 
vada de а en csn dirección, сп uno u otro sentido según sea su signo. Por tanto, en 
la dirección 2, llevaremos z's (hacia uno u otro lado, según su signo); en la 


rección y el segmento гу; еп la dirección de argumento о Jevaremos 


Pecos a+ 2'y.sen a 


2 CALCULO DE DERIVADAS Y DIVERENCIALES 


Pero este binomio representa la proyección sobre dicho rayo do la quebra- 
da PMG, о sea de su resultante PG; luego es menor que PG, excepto para la 
dirección PG, en que 2, aleanza el valor máximo. Este yector РО de componentes: 
(zy) que representa la pendiento máxima, se llama gradiente do la fun- 
ción e en el punto А, о pendiente mázima, o simplemente pendiente de la fun- 
ción еп 4, y suelo representarse con la letra nabla, que cs una А invertida. 

Resulta, además, que la gráfica lugar de los extremos С es la circunto 
rencia do diámetro PG. 

También se representa el gradiente de u por estas notaciones más cómodas: 

Grad. и = Du = (Us, uy) 

La función escalar w se llama potencial del campo do vectores gradientes. 
No todo campo de vectores admite un potencial, es decir, no siempro existe una 
función w cuyas derivadas parciales sean las componentes de aquellos vectores, 
«omo veremos en (274) obteniendo condiciones necesarias y suficientes, 

Andlogamente, para las funciones u = /(#, 9, £) 1а derivada en la direo- 
«ión de coscnos a, f, y, сө 


азаар y 


pues en esa dirección es: 
+ra › у=5®+ , ео. 

Si a partir del punto (a,b,c) se leva en la direción (а, В, ү) un vector 
de longitud u'r, éste resulta ser la proyección del vector (из, 1g, 1's) Hamado 
gradiente de ш en el punto (а, 5, е) y que representa la pondiento máxima. 

La gráfica do las pendientes, o sea el lugar de los extremos de los vecto- 


ros quo во proyectan sobre РО es, por tanto, la superficie esférica do diámo- 
tro PG. 


а= 


202. — Líneas de nivel у superficies de nivel. 

En vez do representar la función e= /(z,y) por una superficio, es más 
cómodo dibujar en el plano zy las líneas de ecuación f(z, y) = constante, ano- 
tando en cada una el valor de esa constante. Estas lineas, que so llaman de 
mivel, son las proyecciones de las secciones de la superficie por los plunos 
2 == С, y dos cualesquiera по se cortan, pues en el punto común, f(x, y) deber» 
tomar С dos valores distintos. 

Mediante esta representación, que so llama plano acotado, so caleula apro: 
ximadamento el valor de la función en cualquier punto, por interpolación. 

Como en cada línea do nivel es As=0, su pendiente en cada punto cs 
nula, y recordando la gráfica del párrafo anterior, resulta: 

El gradiente en un punto es normal a la curva de niyet que pasa por eso 
punto y dirigido en el sentido creciente de la función. 

Análogamente: para representar una función w=/(2,y,2) se constr 
yen las superficies de nivel м = С; el gradiente en cada punto es normal а 

do nivel que pasa por 6 y dirigido en el sentido de las С cre 


EJERCICIOS 


1. — Determinar los planos tangentes a los paraboloides. 


2. — Calcular la máxima pendiente del paraboloido 
punto (1,1,0). 


2—y e a 
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203. — Definición y condición de existencia. 

Una curva en el plano no siempre está dada por una función 
explícita: y — f(z), sino que a veces la y es función de la = im- 
plícitamente, es decir, nos dan una ecuación: /(x,y) «= 0, la cual 
es preciso resolver para encontrar los valores de y que correspon- 
den a cada valor de z. 

A veces es posible despejar y, es decir, transformar la función 
implícita en explícita. Por еј.: 


у 2 


он una ecuación de torcer grado en y que podría resolverse apli- 
cando la fórmula de Cardano estudiada en Algebra; es decir, trans- 
formaríamos la ceuación dada f(x, у) «= 0 en una función explícita 
irracional: y — (2). 

Pero si en lugar de tener una ecuación de tercer grado, tuvió- 
ramos una de quinto grado, no sería posible, en general ,esta trans- 


formación, y menos ві la ecuación es trascendente, 

Además, ni aún en los casos en que es posible despojar y, ofro 
co ventaja la transformación. 

Sin embargo, no por eso renunciaremos a construir la curva. 
solo que рага cada punto de la curva será necesario resolver la оеша 
«ción numérica por Jos métodos de aproximación quo se estudian en 
Algebra. 


EJEMPIOS. — Bea la ecuación: y5 | = у? 42—1=0, Para 2=1 se 
tono: ° ya = 0 7. уза +1) = 0. Los valores do y serán y=0, y=0, 
0—1, y los otros dos valores serán las dos raíces cúbicas imaginarias de 
—1. Es decir que para 2=1, tenemos tres valores reales de y, dos de ellos 
confundidos. Si damos а = valores muy próximos a 1, los valores de y son 
muy próximos а los hallados, y tendremos tres ramas de la curva, que nos re 
presentan la función dada, На quedado descompuesta la función no uniforme, 
en tres funciones uniformes. 

Dada una ecuación /(x,y)=0, no siempre habrá valores de y que co 
erospondan a los do #; en este caso по hay función, como sucede en el ejemplo: 


sn (2+y)—2=5. 


'ENCIALES DE 
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No habrá ningún par de valores de x e y que cumplan la condición anterior, 
puesto que un seno a Jo sumo vale 1, que nunca es igual a 5422 

Sea la ccuación: s2- y3 = 0. 

480 puede decir en este caso que y es función de zf; los únicos valores 
posibles son 2=0 e у= 0; por consiguiente no hay curva. 


Estos ejemplos nos indican que en cada caso, antes de calcular 
las derivadas necesario ver si hay curva, es decir, si y es fun- 
ción de £. Se demuestra (véase cualquier tratado moderno de 
Análisis, p. ej. nuestros Elementos) que si las derivadas parcia 
les de la función: J's, f'y, son continuas y se verifica que: f'y- O 
рага un cierto punto, hay por lo menos un arco de curva que рава 
por ese punto, y entonces es posible caleular la derivada en él. 


Fururtos. —- Para la ecuación z? -+ y2=0 las 
f= 


para el punto z= 0, у =0 es fy = 0, h 
им 


vadas parciales son: 


гл, fy=2Y 


o no debe extrañarnos que по haya 


tenomos: 224 y2 =1 para x=0, es у= #1; Ins derivadas parcia- 


les son: 


Га = 02) Гус 20, 


entonces para el punto (0,4-1) o (0,1), es fy = 3, о bien у= — 2, lue 
ко por el criterio enunciado, podemos asegurar que por cada uno de esos puntos 
pasa un arco de curva, los cuales во expresan inmedintamonto en forma expl- 
„ como es bien sabido. 


204. — Derivadas de funciones implícitas de una variable, 

Sea una función derivable у(х), definida рог la ecuación 
/(®, у) = 0. En un punto (a,b) tendremos: f(a, b) == 0. 

La función dada es una función de dos variables, de las cua- 
les la z es la independiente, puesto que la y dependo del valor de 
la т. La derivada, que se calcula por la regla de la función com- 
puesta, es nula para todo valor de = por ser f(x, y) — 0; luego: 


MAH —9 


de donde se despeja: 

11] у = — ff 

suponiendo que existe derivada f’, continua, no nula en el punto 
considerado. Esta hipótesis basta para asegurar la existencia de la 
función y su derivada. (V. Elementos de T. Funciones) 
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Sustituyendo las coordenadas (=, у) de cada punto de la curva, 
se obtiene la pendiente de la tangente en él. 


Nora. — Claramente se ve que las expresiones f's y f'y 0 seai 
a a 
or En 


no воп cocientos; pues, si lo fucran, 1а expresión [1] so reduciría a —2y/9%, 
lo que es absurdo. Las fracciones figuradas по son más que símbolos para 
indicar /', o bien f'y, como hemos explicado en otro lugar. 


Esvupro. — Sea la есш 


¡ón de una elipse: 


205. — Función implícita de varias variables independientes. 
Sea la ecuación: F(z, y, 2) = 0; por ejemplo: 


(e-1 + (y—2)* +20, 


En este caso, z по es función de т e y porque los únicos valores que 
satisfacen a la ecuación dada son: 21, y = 2, z —0, y no existe 
la superficie porque la suma de 3 cuadrados será siempro positiva, 
cualquiera que sea el valor que se dé a туа y. 

En ecuaciones más complicadas que la del ejemplo, será más 
difícil darse cuenta si z es función de т y de y. Se demuestra de 
modo análogo al caso de dos variables (у. Elementos de Т. F.), que 
una vez obtenido un punto (Zo, Уо, 20), la condición suficiente рага 
la existencia de superficie en un cierto entorno de este punto, es que 
las tres derivadas existan y sean continuas y además que f'e 4-0 
en dicho punto. 

Si en lugar de la ecuación anterior tenemos: 


(2—1)? + (y —2)*4 222 = 1 


que representa un elipsoide de revolución, resulta para z= 1, с 
у= 2: 

а= + W V2; И. 42 — + 2V2 40 
luego por cada uno de esos puntos pasa un trozo de superficie: 
z= f(z,y). Vamos a calcular las dos derivadas parciales de esta 
función. La derivada parcial con respecto а £ resulta tomando 
y — constante en la ecuación F(z, у, 2) — 0; estamos en el caso de 


мыз IAPLICITAS 
funciones implícitas de una variable y suponiendo PF”, «| 0, resulta: 
дг Р. дг 


oz >, ду 
Por tanto: la ecuación del plano tangente a la superficio do 


ecuación F(z,y,z) — 0 resulta sustituyendo estas expresiones en 
la ecuación: 


(21 :— 


= (ж—»)г/„-- (у—%)г» 


sale así la ecuación siguiente, que es válida aun еп el caso F”, —— 0, 
si no son nulas las tres derivadas, pues basta elegir conveniente- 
mento Jas variables independientes: 


(31 (®-— ж) Ps (£o, Уо Zo) + (Y — Yo) Е", (To, Yos Zo) + 


+ (2 — zo) Fs (Zo Yo, Zo) =0 
Euro. — El plano tangento al clipscido anterior en ol punto 
(3%, 2, М У 6) tiene la ecunción 
(2—19) + у 6(e—%4 v 0)=0 
En el punto (2, 2, 0) se anula F's, pero tomando 2,2 о bien y,£ como va: 
riables Independientes, subsiste la ecuación [3] quo en esto caso 62: 


(0—2) +0.(Y—£) 0.20 
es decir: 2 =s, como ко debía esperar. 


206. — Planos tangentes a las cuádricas con centro. 
Sen ol hiperboloide de una hoja: 
n ут 


oz ъз oz 


Las derivadas parciales en cl punto (Ze Yo, £) son: 


22, Фу, 22, 
a ьа ' Ta 
El plano tangento tiene, pues, la ecuación: 
(2 — з)» (б — Yee (2—5) 
+ - -0 
а va e 


y como el punto (2, Y») satisfaco a la ecuación de la superficie, la ccum- 
ción del plano so reduce а ésta: 
ж. э» 5 
+ 


az ve o 
Si en lugar del hiperboloide de una hoja tenemos el de dos hojas, o bien 
un elipsoide, basta cambiar signos. 
Ві Ја cuádrica es un paraboloide s=p2-+gy2 resulta la ecuación del 
Plano tangente: 


1. 


142 =2p-£ze +- 22-9% 
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207. — Funciones definidas por sistemas de ecuaciones. 

Con frecuencia vienen definidas las funciones implícitas, no 
por una ecuación, sino por un sistema de ecuaciones. Así, por ejem- 
plo, una curva del espacio de tres dimensiones viene definida como 
intersección de dos superficies: 


F(x,y,2) 0, — p(z,y,z) —0. 


Sólo una do las variables es independiente, pues lus otras dos que- 
dan determinadas por el par de ecuaciones. 

Sea (u, Yo, 20) un punto de la curva, es decir, un punto co- 
mûn a las dos superficies, ¿Existe la curva? es decir, ¿hay un cierto 
entorno del valor ze, tal que a cada valor de = corresponden valo- 
res de y, 21 

Suponiendo que existen las derivadas parciales continuas de las 
funciones / (2, y, 2). ф(х, y, 2), se demuestra (У. Elementos de Т. 
que es condición suficiente para la existencia de un arco do curva 
que pase por el punto (Zo Yo, ге) que sea: 


| Pe ° Feil 
| Jopa 
[os Ф. | 


Todo determinante de este tipo, formado con las n derivadas par- 
ciales de cada una de las n funciones respecto de » variables, во lla- 
ma determinante funcional o jacobiano de las funciones respectó de 
las n variables, y se suele representar por la misma notación de las 
derivadas parciales, Así por ejemplo, el determinante anterior во re- 
presentaría brevemente así: 


_ 
әбу, 2) 


Para calcular las derivadas de las funciones y, z de la variable 
independiente z, definidas por el anterior sistema de ecuaciones, de- 
rivaremos ambas respecto de x y tenemos: 


Е) 
PAY a m0 


de donde podemos despejar y”. 2, ya que el determinante de sus coe- 
ficientes no es sino el jacobiano, el cual, por hipótesis, no es 0. 
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Tenemos, por consiguientes 


is a Te f r: 
ا‎ | oj 
E “Кү de de 


Py — СА СА 


о sea, con la notación simbólica de los jucobianos: 


DD әйе) 


дә) Dz) 
DNA 907,9) 


Dan О 


resultados que podemos ese 
de dy de 

ION Df, e) Df, e) 

amz) ola) ay) 
es decir, lus diferenciales de las variables <, y, #, ligadas por el par 
de ceuaciones dadas, son proporcionales a los tres determinantes fun- 
cionales respecto de los tres pares do variables æ, y, 2 en orden 
circular. 

Este resultado lo hemos de apliear muy pronto para la deter- 

minación de la tangente a la curva dada, 


paraboloido е = 022 —y? y la esfera а 4. y? + s3 — 2y = 0 
no en él respecto de y, £ es: 


Езкмрто.— 
tienen común ol origen de coordenadas у el jacol 


سد 0 


=y —1 


2y—=2 2 


luego existe intersección do las dos superfi 


EJERCICIOS 


1. — Obtener las ecuaciones do los planos tangentes а la cuádrica 
ga Bry +0 —3 20 
en los puntos (0, 0, 0) y (1, —1,—1). 
2. — ¿Corta dicha cuádrica a la esfera de centro (1, 0, 1) que pasa por 


el origent 
Deducir las expresiones dz, dy, dz para 
origen. 


curva de intersección en ol 
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208. — Derivadas sucesivas. 
Puesto que las derivadas primeras f'+(x, y), f'y(x,y) de una 
función f(x, y) son a su vez funciones de dos variables, pueden 


del respecto de т o respecto de y, y así obtenemos cuatro de- 
rivadas segundas, que se indican de dos modos: 
E O CN EE) 
o bien, con la notación de Jacobi: 
27/02, и... CU ASE) Dery) 


o © awa ˆ wa 


Estas derivadas segundas pueden derivarse respecto de тоо Y, 
resultando las derivadas terceras, que se representan así: 

a i few i Me; To 
о bien con la notación de Jacobi, mediante las ð. 

Obsérvese que hemos hecho dos abreviaciones de escritura: po- 
niendo índices a modo de exponentes a la variable respecto de la 
cual ко deriva dos o más veces, para evitar poner 22, yy, cte.; 
la otra abreviación ha consistido en suprimir las variables (x, y) 
esto puede hacerse cuando no haya peligro de confusión, pero euan- 
do haya que escribir no las funciones derivadas, sino los valores 
que toman en el punto (a,b), entonces no deberán omitirse. 


Esexrro, — La función а = pz? 4- дуз representa un paraboloide elip- 
tico; sus derivadas son: 


Paa: Pa=205 Геше 


209. — Propiedad conmutativa de la derivación. 

Obsérvese en los ejemplos anteriores que resulta fay — f"ys; у 
puede demostrarse que esto acontece siempre, suponiendo continuas 
estas derivadas. 

En virtud de esta propiedad el número de derivadas terceras 
se reduce a cuatro; si la función tiene tres variables independien- 
tes, hay scis derivadas segundas, diez terceras, ete, 
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La hipótesis de la continuidad de las dos derivadas mixtas es cómoda para 
la demostración, pero excesiva, En reulid.d, basta la existencia de fy en un 
entorno de P y su continuidad en P, para asegurar la existencia de fys en P, 
igual a ella (Teorema de Sehwarz). 

También resulta de las cuatro dori: 
vadas 248 en F y la diferenei as derivadas Lus en P, según la do 
finición (199) de Thomae (Teorema de Jefítor- Усаев). 


La demostración de ambos puede verse en Elementos de Т. F, $ 41; poro 
сото estas condiciones ron todavía exec: y las domostraciones deliendas, 
daremos solamente la muy sencilla y más que suficiente del teorema arriba 


з Соз derivadas mixtas. 
la diferencia de valores de /(2,y) 
vado por los puntos fijos 


enunciado de Bownct, que supene con 
Demostración. — Hemos visto 
en dos vértices consecutivos del reetá 
(0,0), (442,0), (0,0 FE), (04h, BFE), 
es una expresión de primer grado respecto de А y kj vamos a ver ahora que 
la suma do valores єп dos vortices opuestos, menos la sumu de valores en loa 
onos dos, es de seguudo orden, Esta suma puede escribirse de dos modos 
LC | M, bo) f(a, b H k) | — UU (a А, b) — f(a, 0)] 
= [fia дь de) — f(a 1,091 — (Ca, b + K) — 1 (a, b) e 

Eserita del primer modo se ve quo мо es sino el incremento de la función 

f(a 4 di y) — S (a, y), al inerem Yb en k, luego su valor cs: 

Губа + hym) оба nya — EE п) 
puesto que el incremento de f'y(a,n) ul pasar do a al valor a- A, resulta 
uplicando de muevo el teorema del valor medio de las funciones de una va- 
riabte, 

Análogamente, eserita la expresión del segundo modo so ve quo basta 
permutar z e y, а у b, h y kj tenemos, pues, dos fórmulas para la misma cx 
prosión у por tauto, suprimi t común АБ, 

Fu n) = an) 
os h у i, siendo también constantes Jos nú- 
in O y suponemos que las derie 


Masta aquí hemos supuesto f 
meros Б. n; pero si hacemos tender А y X 
vadas fay, Yy), Гере (0,0) son funciones continuas, esto сз, que sus limites 
рага (h,k) 0 colnciden con sus valies para A= tomando limites 
de la igualdad [1], basta sustituir û = k = 0 y resulta la igualdad: 


Fayla, b) = Геба, b) 


210. — Fórmula de Taylor para dos variables. 

Si se conoce el valor de una f 2 f(2), para un cierto va- 
lor a de x, hemos enseñado a calcular el valor de la función en un 
punto а -}-ħ, mediante la fórmula de Taylor. 

Consideremos el mismo problema para las funciones de dos va- 
riables; sea f(z, y) la función cuyo valor se conoce para el punto 
(a,b) y se trata de caleular el valor que toma en el punto 
(ath, bl +E). 

Para pasar del punto Аа, Б) al Q(a 4h, b4- k) podríamos 
primero incrementar a a en А y luego a b сп k; pero vamos а pa- 
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sar directamente de A a Q siguiendo la recta AQ, es decir, ineremen- 
tando ambos valores al mismo tiempo. 

Un punto Р sobre la recta AQ está J| 
fijado por la relación: 

AP/AQ =t siendo 0< t < 1; 
luego los valores de т e y dependen de 
una variable t: 


ama hi; yb -4 kt. 


(Para t= 0 se tiene el punto A, y para t — 1 el punto Q). 
Resulta, pues, /(2, y) — /(а- ht, b -+ kt) = q(t) 
y aplicando la fórmula de Mac-Laurin a la función p(t), so tiene: 


[2] (4) == Ф(0) + 1ф/(0) + 


1. (0) trgo) AL) 


+ ا 
Š (n—1)! n!‏ !2 


Vamos a calcular los valores de las derivadas: (0); (0) ;... 
aplicando la regla de derivación de las fun: compuestas, pues- 
to que / es función de z, y, las cuales son funeiwnes de f, resulta: 


YO) = f(z, y) h A- у(х, y) k 
de donda: 


$10) == [7 (а, b) h | f'4(9,0) .k. 
Análogamente: 


Ф”@) = faa (2, y) IA 2 Me (z, y) hk f(z, y) k 
Ф”(0) — f” (а, b) h? + 2f ay (a, b) hk- f(a, b) kè. 
Ф”(0) — fala, DI? 4- 3f" gy (а, Ьуһл.Е 4 3f” (а, b) hk? 4- 
“f(a, Ьу. 


La formación de estas derivadas sucesivas tiene analogía con 
el desarrollo del binomio de Newton; los coeficientes son los mis- 


mos y los exponentes están representados por los índices de dife- 
renciación. Se escriben abreviadamente así: 


Ф”(0) — [f(a b) h + f4(a,0).:] >. 
g” (0) — [/"=(а, b) h + /'„(а,Ь).Е]®. 
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Sustituyendo estos valores de las derivadas en la fórmula [2] 
se tiene: 


PU) — f(a ht, db kt) — f(z, y) = f (a,b) + 
+ 11f(0,b) h4 (а,Ь) E) Y 
Ella, Б) d+ /'„(а,Ь).Е]‹®:2!-Ь-.. 
HE ASPE E]: n! 
Si queremos el valor de la fu 
¿== 1, luego: 


f(a 4%, dk) — f(a, b) -|-f',(a,0).h+f1,(a,b) Е + 
+ Y [fla Bb) AAA DADA 4# 

+ [SE Dh (Е, n) <k 

ables. 


. — La lsy que so ha observado en la formación de las derivadas 
м general para todo valor de n. 


+ 


ión f(z,y) еп el punto Q, es 


min! 


таро indepondies 


tiplienr por А 
ient la expr 


pecto de y y multiplicar por 
e por Ef’) y sumar estos dos resulindi 
¡tiplicar la expresión dada por el 

es que se obtienen son 


la suma de 158 dori- 
isamenta la dif. 
ви. osivas, la 


vero que esta multipl 

хайан parciales por los respoc 
y designando ro: 

mula de Taylor se escribe as 


ibólica, о воз, 


indicando el paréntesis que la diferencial re toma en un punto intermedio. 


211. — Fórmula de Taylor para más variables. 
1 mismo razonamiento vale para cualquier número de varia- 
bles. Si, por ejemplo, son tres, la fórmula es: 

flath, b+k, c41) == f(a, b,c) + (Med Ll dk f'l) + 
ES A H u ТРА yk EE 
entendiendo que las derivadas deben tomarse en el punto (а, Б), 
execpto las del último término, donde se toman en un punto 1m- 
termedio. 


l, al exp:esar la {д7 


Una vez más so vo la vontaja do la notación difere 
pu.s la fórmula 


mula de Ta lor, cualquiera que sea el número de variabl 
anterior tiene validez general. 
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212. — Aplicaciones en Geometría Analítica. 
Cambio de coordenadas, — La fórmula de Taylor 
з en Geometifa An 


Nay) 
las courdenadas antiguas y nuevas están 


спе multitud de apli 


Шаба la ecuación 


=at; 


La ceuación se transforma 


Fla bd) 2-7. 0а, b) 


и.о Ы) + 


Análogamente Ла ceunción: аузу 
rz 


oferida а los nuevos ejes z’, уу 27 
satr, у=%+у, се 27 сы 


уба, е) 4-а". Рабо, bye) Y f(a, be) +3. 7а (а, Ы, е) + .... =0. 


relacionados por 


дз (бии 


Centro de las enádricas. — Ез ра ‚зї se trata de una cuádricn y 
elegimos el punto (a, b,e) de modo que cumpla las condiciones 

fala, bye) fy(a, lye) =0; — fz(a,b,c)=0 15) 
la ecuación referida а este muevo origen enrece de términos de primer grado. 
Por tamo, si un pomo (£,9,7) сма en Ta superficie, también el simétrico 


tere 
superficie, 


*)5 es decir: el punto (a,b,c) es centro de simetría de la 


Regla práctica: para dete: 

el siste 

Obsérvese que les térmiros de segunlo grads no s> aleran ecn 7а vus iti 
luego para referir lu euádrien a su centro (а,Ь,с) basta suprimir los 
А de primer grado y poner como término coustante f(a, 0, e). 


о de una evádri 


y so resuelve 


а que resulta de anular lus tres derivadas p 


ción, 
têrm 


Bume, — Sea la superfici 


2er — Bey 4 y2 + 


Para determinar cl centro ронан 
Ar—3y—2=07 3242 — 

de donde so despeja: 
z=—3 , y 


—UL y 
La ecuación referida a este centro cs: 
та Sry + ye + 


EJERCICIOS 


1. — Referir la euádriea del ejemplo anterior а los ejes trazados paralela- 
mente por el muero origen (—1, 2, 3). 
2. — Acotar cl error produrid> en la función f(z, y) por los errores 


Az, Ay cuando fr = f'y = 0. 


3. — Escríbase la fórmula de Taylor para cl origen у un рамо (2,9)5 
on tal caco ге Пата fórmula се Aac-Laurin. 
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CLASIFICACION DE LOS PUNTOS DE UNA SUPERFICIE. 
MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS. 


213, — Relación entre la superficie y el plano tangente. 

Para estudiar la forma de una superficie: 2 = f(s, y) en ol 
entorno de un punto (a,b,c) conviene desarrollar la función por 
la fórmula de Taylor, limitando el desarrollo en un término más o 
menos avanzado, según el grado de aproximación que se desee en 
dicho estudio, 

Limitándola en los términos de 

flr, y) = [а А, b-i k) — f(a, b) А (а, b) + Rf’, (a, b) 4- 
H Ye Deo (Б, п) -H A (Em + (Em). 


La ecuación del plano tangente en el punto (a, Б, с) ев: 


2—0 (2 — а)/'. (а,Ь) + (y — b) f'(a, b) 


undo grado, se tiene: 


о sca, puesto que: e = f(a, 0), 2—a—=h, y—bm k: 


2 — f(a, b) - hf'a(a, b) | Ер, а, b). 

Restando ambas cenaciones tenemos como expresión del inere- 
mento de la ordenada de la superficie respecto de la ordenada del 
plano tangente: 

{ї] а — za — Ya (We (Е, т) + РАК”, (Е, т) + KE, п)] 
= Y 1? (совт. Г" (5, n) + 2 sen w. сово. Г” (E, n) + 
rer 


+ sen? w. fi E, п)] — Y 

introduciendo coordenadas polares: А m~ r cos w, KF mr sen w. 

Según sea la variación de signo de este trinomio, así será la po- 
sición de la superficie en el entorno del punto (a,b,c) respecto do 
su plano tangente en él, El signo del trinomio entre paréntesis es 
ın un entorno del punto (a, b) el mismo del trinomio: 
(21 To <= A cos w + 2В.зеп w0.cos w -+ С sen? w 
Mamando A, B, С a las derivadas segundas en el р (2,5): 


A=fe(a,0) B= fala, b) Са, b). 
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y excluyendo un entorno angular arbitrariamente pequeño de cada 
dirección w en que se anula T,; el cual, con el artificio usado en 
Algebra elemental de multiplicar por A (si по es nulo) para formar 
un cuadrado, puede escribirse así 
гат T, = СА eos w + B sen w)? + (АС — В") sen? w 


utilizando el mismo artificio estudiado en Algebra para resolver las 
to es, multiplicar por А, para for- 


А 


ecuaciones de segundo grado, 
mar el cuadrado de un bino 


or Faber exek i 
lusgo su valor 


Demostración, 
el valor о los dos valo 
absolute t 


Supon n eireulo de radio r diferen de 
los números › los senos y сө enos no superan 
at inenca de m3 luego tiene el mismo signo 
de To. 


214. — Discusión, 
¡deremos todos los respeeto del binomio 
Hi AC — B?, que se Mama hessiano de la función. 


sos 


Primer caso: Ho AC- B* > 0, Entonces es necesariamente: 

A>0, C>0 o bin A<0, € <O y la expresión 13] no 
se anula para ningún valor de w, pues si se anula el seno no se 
anula el coseno y viceversa, siendo siempre positiva. 

Es decir: г, — 2, tiene siempre el mismo signo, Пау una región 
do la superficie alrededor del punto (a,b) la cual queda situada а 
nie, y éste по atravie: a superficie. 
¢ se Пата entonces eliptico. 


un mismo lado del plano tan; 
El punto de la super! 


Segundo caso: H — 
formación [3] y resulta: 
a un cuadrado, por tanto, 


C— B < 0. Si ез A 4 0 vale la trans: 
ага ıe «= 0 la expresión queda rodneida 
ne un valor positivo, En cambio para 


14) tg ш = — А/В, ез decir, А cosw-| B sen 10=0, 


resulta un número negativo (АС — B") sen? w, es decir: al girar 
la recta AQ en torno del punto A, hay direcciones en que 2, — ĉa 
es positivo у otras en que es negativo. La superficie queda, pues, 
atravesuda por el plano tangente. 

El punto (a,b,c) se Пата hiperbólico, expresando este califi- 
cativo, no sólo que el plano tangente atraviesa а la superf'cie, sino 
que hay dos sec: сз de ella a distinto lado del plano. У. 
Nota). 
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Si dentro de este caso fuese A —0, procederíamos análoga- 
mente multiplicando y dividiendo por C. 

Si fuese A=0,C —0 la expresión se reduciría al término: 
2B son 10.cos w, que también cambia de signo al recorrer w los cua- 
tro cuadrante: 

La 


onelusión anterior subsi 
И = АС —П 


do que es po 


iste, es decir: el punto es hiperbólico, 
=0. La expresión se reduce a un 
tivo para todo valor w, excepto para el rayo [4]. 
se anula, luego la superficie está de un lado del plano tan- 
gente, excopto en un ángulo arbitrariamenie pequeño entorno «e 
dicho rayo, donde nad 
guiente Z = 0 el irinomi 
siste; pe 
periores. (У. Notas). 

El punto 
todas mulas 
nicas y cil 


Tercer ca; 


cuad 


donde 


puede asegurarse, Si А == 0 y por con 
se redue, w y la conclusión sub- 
ir a las derivado 


a Cse 


тг 


—0, hay que su- 


е llama parabólico si II = 0, pero A, B,C no son 
el tipo más sencillo se presenta en las superf 


«ricas. 


215. — Máximos y mínimos relativos. 

Se dice que una Función de cualquier número de variables tio- 
пе en un punto un máximo (mínimo) relativo cuando el valor que 
toma en dicho punto es mayor (menor) que todos los que toma en 
un entorno del mismo punto. 


Si es una función: f(x, y) decimos que en el punto (а, b) 

toma valor máximo si se verifica f(a +h, Ь 4- А) < f(a, b) 

„ » MIMO» n „ f(a th bk) > S(a,b) 
para todos los puntos que distan del (a,b) menos de un cierto nú- 
mero r, es decir, para todos los puntos que cumplen la condición: 
IRIS. 

Análogamente para las funciones de tres variables, el valor 
f(a,b,c) ha de superar a tedos los que toma en una cierta esfera 
de centro (a, b,c) y radio r. 

Desde luego, es condición necesaria, para que en un punto ha- 
ya máximo o un mínimo relativo, que se anulen todas las deriva- 
das primeras. Así, para dos variables, debe ser: 


Fala, b) =9, Ра, b) =0. 15) 


En efecto, fijado: y — Ь tenemos una función de una varia- 
blo т; y para que el valor f(a,b) sea máximo o mínimo ha de anu- 
larse fz; análogamente, fijado z — constante, resulta que debe anu- 
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darse f%. El plano tangente а la suporf 
duce а 2 — с, es decir, paralelo al pi 

La función tendrá másin 
quedo por del 
ximo 


ie en el punto (а, b) se re- 


ceún que la superficie 
angente; no habrá 


ni mínimo si 


а superficie atravi 


ма el р 
АС — В? >0. 
lado del plano tangente y queda por 

ел A <0 о b'ea А > O; es dee 
mínimo si es II >0 y А<0. 
22 Caso hiperbálico: I 0 < 0. La superficie que- 
da atravesada por el plano tangente y en el punto ба, Б) no tiene 
mi máximo ni mínimo. El punto se lema de ens Hud 


1° Caso cliptico: H 
mo hemos 


debajo a por encima según qı 
hay máximo si es II > 0, A < 0, 


Caso parabólico: I — AC-—1%=0. No is suficiente la 
«consideración de las derivadas segundas para dilucidar si hay mû 
ximo o mínimo, en el sentido estricto, que hemos derinido, (У. Notas). 


Resumen: Dada la función 
puntos (и, В), que satisfac 
Pula, b) — 
con док ін 


ularemos todos los 
iones f'(a, b) —0, 
ma de dos ecuaciones 


ia 


o elíptico: I >-0 1 


Caso hiperbólico: I7 < 0 No hay máximo ni mínimo. 
Caso parabólico: II —0@ Сако dudoso. 


La discusión en el сахо de 


ás vari 


les по cabe en este eur: 


Nors, — А рече del enrartor de este libro, donde тө enhe пен 
Ms enestiones, conviene puntom м тз y (15 
su alanee respecto de las primeras ediciones de esta бз. 

Bi fijamos w y presei 
mio [2] en cualquier otra dirección el tri 
el [1] tiene signo constante en on trozo de ra 0 < r Cp. Ka el ter enso 
И > 0, resulta, pues, ene la superficie está de mı sola lado del plano tangente 
еп cada una de Ins direcciones, раға un cierto se mud o vector; en 
el 2° caso Л < 0 suceile csto раға las Лисе eriores a esdi una de 
los das ángulos completos que forman Tas Поя rect que so аа 21: y 
en el der caso también está la suporficio da un solo lado en toda fas aires 


tar todas 
Larando 


тө ех ml у por tanto 
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mente, no podría e 


He aquí un ejemplo sem 


== (yr 2r) 
v bien desarrollando: 
А — 30у 4-2 


as dibujadas e 


Таз рабі 


ye وو‎ 


dividen al plano en tre 


iones y dentro de cada una tiene £ signo constanto, 
que está indiewdo en la misma figura, A lo largo de cada parábola, т во anula, 
Cualquiera que sen huy ua segmento de origen 0 sobre el 
cual toma z valores positivos, ез decir, en cada disección está Та superficie en 
ma dol plano tangente 5 == б, y sin o circular 
del punto O, en el cual esté ia super pues osos йз 
finitos radios, todos mayores que O, por ficial. 
Examine análogamente tay, y уса que ва 


por 0, excepto el eje 7; y la propiedad (214) se verifica en todo бирь 
lo que по contenga esta recta singular. 

Todo lo dicho nos y minimo: 
puedo decirse que si no se m a tres derivadas hay máximo o minimo еа 
semido amplio, entendiendo que en todo entosno angular do la r.cta singwar la 
función puede tomur vals поген y mayores que en el punto (а, b). So 

de un máximo o mínimo relativo en dieho punto respecto de Jos 
nzados en una región angular que se puede aproximar al ángulo do 
una vuelta tanto como se quiera. 

Nótese de paso, que la conclusión puramente negativa a que Megan los гак 
tores más acreditados (tales De la Vallée - Poussin, Pencherlo, ete.) de que nnda 
puede asegurarse en esto сизо duioso, la hemos sustituido por una conclusión 
afirmativa, tan «ага como en los dos anteriores, aunque menos sencilla, Hl 
único enso dudoso es aquel en que jna trsa derivadas segundas во anulan 

El cazo de tres va tables s> reduce anúlogam.nt:, а la «веце ón de los 
os de una forma cuadrática con tres varizbles, tal como ro А со on la 
teorin de las cónicas; y la teoria de lus cuádricas es арге Ы̇з al caso de cua 
tro variables. 
mbio, cuando se anulan 
el ponte comsiderndo, se precisa 


En el caso 34 


todas las derivadas segundas de la fune ón, où 
те ursos más виро 


Este ejemplo aclara el diverso 'icado de las co: diciones obta14 э 
се фи, cue se referían a la aproxima ión radi 1 y las aquí demos 
tradas (con razonamierto casi tan simple como aquél) que se refieren a entor 
nos superficiales, Por este mayor aleance resulta me 

del caso 3. земе el ejemplo que acabamos de estudiar y se verá que co 
responde п este ivadas segundas A — 0, B=0, C = 2g 
por tanto I = 0. cueima del plano tangente ев 
cada dirección, como nlli se enuncinba, y hasta en este caso especial se verifica 
esta propiedad por añadidura en la dirección singular у = 0, pero respecto do 
телепон suverficiales puede asegurarse que la superficio está situada cne 
cima del plano en cuaguw: 57! que no contenga el eje =. 
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216. — Caso de variables ligadas - Método de Lagrange. 


Саво de una sols conación de liga 
Sea una función de variables ligadas, es decir: 


п] ъ= /(2,0,2) 


12 ez, 
La función w no tiene tres variables i por ej. х,у. 
La condición de máximo o mínimo es quo se anulen las derivadas parciales 
respecto de 7, y, о aca que se anule la diferencial total du. Para calcular биа, 
difcrenciaremos la [1] y la [2] y se tiene: 
ta Fed + fy dy + fdo =0 
"з Seda + pdy H gard 
Multiplicando la 14] por A, que es un cocficiento indeterminado, у sumáo- 
dole la (3), quedas 
(Fe lo меб PA A + Оа ЗЬ p's 
Podemos dar n A un valor tal que se anule el tercer términos 
Pas 
quedando la expresión reducida a los dos primeros términos, que deben anu: 
Tarso, cualquiera sen el valor de dz, dy por la condición de máximo о míni 
Luego во tienen lus siguientes counciones: 
Лару 05 Ped la] 
y como cuarta ecuación se tione: e(z, y, 2) = O que liga entro sí las variubles. 


Соп estas euntro crunciones se pueden calcular los valores de: A,2,Y, s. 

Para distinguir si resulta máximo o minimo será necesaria una discusión 
especial en cada enso. 

Las tres ccuaciones anteriores [а] equis 
ааа paretales de una función: W(x,9,c) 
dada /(туу,е) la vtra función «p(z,Y,£), multiplicada por un cocficiente in- 
Actorminado A. 


ПЕТА 


valen a igualar а coro los deriva: 


Esemrro. — Entre todos los paralelepípedos do volumen dado encontrar 
ol de área тй 
Sea С = ту: el volumen del paralelepipedo. 
Sea u = ?гу + w: + 2x0 el área del mismo, 
Aplicando lo а спо anteriormente: 
Wiz, у, гу = 22y + Sys + 233 4 (туе — С), 
Las condiciones que deben cumplirso son 
Фу + 224-5: O; 22 4 22 4- лг 
La cuarta ecune ón es: O = ryz. 
Despejando à «le las tres primeras, resultan los valores que deben ser iguales: 


у+з z4r z+y 


imn. 


i 2e- 2y + 


ye г zy 
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De las dos primers 
==). Anilogamente de la p Cry 
+ а: ys, De donde ze. Y єп rwmen: z= у = с, lo que quiere decir, que 
el paralelepipedo que cumple la condición enunciada en cl problema es el cubo. 


ту + ya, luego: 


Como es ш > O, y en el contorno, o sea en los ejes z, y єз оо, el mínimo 
absoluto es inte.lor y por tanto relativo; luego la solución única obtenida da, 
en efecto, eso mini 


Сахо de dos ceuaciones de ligadura. 
Bi on vez de ser доз las funciones que ligan las variables, fueran tres, 
es decir: 

[п] w= f(s; [2] ey)= 
en realidad lo que se tiene es una fu 
independiente. La condición para quo haya máximo o mínimo es: 
о sen: du = 0. 


Diforonciando las tres osuacionos, los ри: ов buscados deten satisfacer a 
éstas: 


B) yy. 
ба ш = F(z) con una sola variable 
202) = 0, 


du = fade 4 fydy + Pade (n 
gada + ر‎ + da = 0 (51 
ge dz усу + gs da = 0 1) 


pudiendo despojarro dy, de de las dos últimas para eustituirlas en la 1*j э 
en se eliminan escribiendo el determinante (que es el jncobinno de las tres 
funciones) igualulo а coro; ecunción quo сов [£] y [5] dt.rmina los po 
sibles puntos, Unmados extremantes, 


би obvio que la climinación puede hacetro por cuak,uier método; y st 
то adopta cl do coeficientes inde:orminados, cl sistema anterior queda susti- 
tuido por esto otros 


Гера Ha =0 
fy Flo's hu 
Sabias + e =0 


Entro estas tres ecunciones más las dos ecuaciones p=0, w=0 во eli- 
minan A, p, у, £, despejándose la solución т. 
A esto eo reduce cl método lamado de Lagrange, que puede enuncinrso nsf: 
Multiplicando 1а [2] por A y la [3] por y, dos coeficientes indelermina- 
dos, y sumúndolas con la [1] se безе: 


W=/ +19 Hay 


y tratando esta función como en el caso do variables libres, al anular sus tres: 
derivadas se obtiene el sistema anterior 


Esewrro, 


Distancia de O а la curva: q(2,9,£) =0, w(2,y,£) 


La función f es en esto caso 22 4 y2} 09; 
la ecuación [1] os: u= z2 4 y 4 ez 


» » Bl» n-deyy-dy4e.de—0 
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La reeta e enen dados por [5] y [6] сыз 
en los planos tangentes а las superficies «р == 0, y= 0 en el punto Ъз cado P, 
y ев por tanto la tangente a la curva intorsc<ción; re ta que es perpen iculor 
a la OP, en virtud de [1], luego resulta: los segmentos mínimos y má.imos 
entre un punto y ura curva son normales а ésta. 


En el enro do la recta: а= = -+q los coeficient 
ecuaciones 15) y [б] son кшен 
Sis 
1 о —a 
Solución: a ù 1 


y sustituida en la [4], resulta: az у } 2 =0, plano normal a 
cuya intersección con ella da el punto buscado. 

Con el método de Lagrange, el cálculo sería émte 

Фа+%=0 , Зу фы 
F A, m resulta la misma ecuación del plano normal, 
Método general. 

Curlzuiera quo ren el número т de variables de la fusción propuesta y 
de ecuaciones de ligadura (menor que n) condición necesaria, 
a que deben satisfacer los puntos extremantes, es la anu- 
4 total. Esta viene expresada mediante las diforenciales de 
las n variables aparentes, pero en verdad sólo huy n—m ind:pendientcs; 
tales diferen iules están vinculadas por las m ecuaciones que во forman difo 
renciundo las де ligadura. 

La eliminación puedo hacerse por cualquier método, y el до Lagrange 
puedo no tener ventaja sobre otros artifici 

La discusión de los puntos obtenidos se hace formando la diferencia) 
2%, 3, ...., y puede conducir а difíciles problemas algcbraicos. En cada 
enso, Ja índolo dol problema puede ovitar ose cálculo, como so vió en el ejemplo. 


0 , 2—ra— pd = 0 


217. — Intersección de la superficie con el plano tangente. 

En los puntos do intersección debo ser s, =s, luego la ecuación, sobre 
el plano xy, de dicha intersección es: 

Аата (E, n) + SNE" гу, n) + Кз», n) = O 
donde interviene el punto desconocido (E,n). Dividiendo por ћ2 resulta una 
ecuación en k/h cuyos cooficientes dependen también do № у k; pero al ten- 
der h y k a 0 ostos cocficientes son A, B у С; por lo tanto, los valores L/h, 
es decir, los coeficientes angulares de los rayos que proyectan desde O los pun- 
tos de intersección buscados, tienden hacia los valores límites, dados рог la 
ecuación límite 
a24 + SREB С = 0 

que representa, por tanto, las tangentes оп el punto a la curva de intersccción 
del plano tangente con la superficie. 

Las biscctrices del ángulo de estas dos rectas se llaman direcciones prin- 
oipales de la superficie en el punto (a, b, о). 
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es una cuádrica, la intersceción se compo- 
no de dos rectas reales si la sup es un hiperboloide de una hoja o un 
paraboloido hiperbólico. Para este último caso se vo inmediatamente, риса 
siendo la ecuación del paraboloide: s= pra — qy?, el desarrollo de Taylor ter- 
mina en los términos de segundo grado, y no habiendo término complemen- 
tario, la intersección del plano tangente cn (0,5) con la superficie viene dada 
por la ecuación: 


En particular, si la super 


эмр — 0: ар 0а = 0 


que representa dos rectas. 

Aplicando la discusión, resulta: El elipsoide, el hiperboloido de dos hojas 
y cl paraboloide olíptico tienen todos sus puntos elípticos; el hipcrbolvido do 
una Која y cl paraboloide hiperbólico tienen sus puntos Arpcrbólicos, 

Finalmente, si se considera un cilindro y colocamos, por ejemplo, sus go- 
neratrices puralclamento al ejo z su ceuación єз: г = /(y) por tanto: J's = 0, 
fe =0, /"гу== 0 y siendo nulos А y B єз Ш =0 es decir: Todos los pun- 
tos do un cilindro cualquiera son parabólicos. 

La intersceción con el plano tangente se reduce a la generatriz, consido- 
rada como doble. 

Lo mismo acontece con los conos y con todas las superficies desarrollables. 

En los puntos parabólicos, las dos rectas tangentes dadas por 1а ccuación: 
ЕВ + k2C == 0, зо reducen а una sola doble; la dirección de esta tan- 
а y la perpendicular а «Па son las dos direcciones principules de 
la superficie, 
el caso del cilindro, o en general en las superficies dosarrollables, co- 
mo la intersección so reduce a una recta, la tangente es «Па misma. 


EJERCICIOS 

1. — Calcular los extremos de la función y2—2: 

(Corresponde al caso dudoso y по hay máximo ni mínimo, a pesar do que en 
сайъ dirección рог el punto (0,0) la Función ticne valor"mínimo on 61). 


2. — Doterminar los triángulos tales que cl producto de los senos do sus 
ángulos sea máximo. 

(Anulando las derivadas respecto de los dos ángulos que se tomen como 
variables independientes, resulta que el triángulo debe ser equilátero. Como la 
función es contínua y admite un máximo absoluto y ésto correspondo, 
por tanto, a los ángulos de 60"). 

3. — Determinar en el plano de un triángulo dado el punto tal que la suma 
do cuadrados de distancias a los tres vértices sea mínim: 

(Como coordenadas para el punto busendo resultan los promedios de las 
coordenadas de los vértices. Demuéstrese que tal punto es el baricentro y que 
éste es la solución buscada). 

4. — Determinar en el plano de un triángulo dado el punto cuya suma de 
distancias a los tres vórtices sea mini 

Al anular los dos derivadas resul 
ángulos bajo los cunles se von los tres fados, Constrúyase, probando que es 1 
solución pedida, si los tres ángulos del triángulo son menores que 120%, Está: 
diese el caso en que un ángulo es igual o mayor que 110°. 

5. — Calcular la distancia mínima desde el origen de coordenadas nl plano 
do ocuación Az + By + Co + D = 0. 

6. — Calcular la distancia mínima entre dos rectas que se cruzan. 


jn de que scan iguales los 
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Lección 53 


TANGENTE Y PLANO OSCULADOR DE LAS CURVAS ALABEADAS 


218. — Concepto de curva. 

Suele definirse intuitivamente una curva como '*camino des- 
crito por un punto que se mueve según cierta ley”. Esta defini- 
ción carece de la claridad y precisión necesarias a todo concepto 
matemático. Ahora bien: definir un movimiento es dar en cada mo- 
mento ¢ la posición del punto (=, у, 2), es decir: =, y, 2, son funcio- 
пез de t, definidas en un cierto intervalo (tp, t,) entre el momento 
inicial y final; pero, además, cstas funciones han de ser continuas, 
para que a momentos muy próximos entre sí, correspondan posicio- 
nes del punto tan próximas como se desce. En definitiva, obtenemos 


la definición siguiente rigurosa : 


Curva en el espacio de tres dimensiones es el lugar de los pun- 
tos (2, у, 2) definidos por tres funciones: 


2—20): ym y(t); 2200) ш 


continuas en un intervalo (te t,) finito o infinito. 
Las curvas que no son planas, se llaman alabeadas. 


219. — Tangentes a las curvas alabeadas. 

Las curvas que se presentan en las aplicaciones tienen tan- 
gente en cada punto; es decir: la recta 44” que une el punto 
A(taYo zo) de la curva con otro A'(2, y”,2') que tiende hacia А 
(es decir que sus coordenadas tienen сото límites las coordenadas 
de A) tiene cosenos directores variables que tienden hacia los de 
una recta que pasa por A, la cual se llama tangente a la curva en el 
punto А. 
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Los cosenos directores de la recta А.А” son proporcionales a los 
incrementos de coordenadas Az, Ay, Az y también proporcionales a 
los números 


y como al tender Af a cero, estos 
cocientes tienen como límites las 


resulta que la dirección de la recta AA’ tiene como límite la direc- 
ción definida por estos tres múmeros, que son sus coeficientes di- 
rectores. 
La recta que pasa por А y tiene esta dirección límit, tiene pu" 
ecuaciones; 
=— Lo У — Ye 2—2, 


ato) уо) (to) 


que representan la reeta tangente en el punto (Ze Ye Zo). 
Si una de estas derivadas es nula en el punto A, por ejemplo: 
2'(l,) — 0, es nulo el 3.*" cocficiente director; la tangente es para- 
lela al plano coordenado zy; una ecuación de la recta es: 2=2,; у 
la otra ез la igualdad del 1.° y 2.° miembro. 
jİ воп nulas dos derivadas. por ej.: y(t) =0; 2'(() ==0 las 
ecuaciones de la tangente son; y ==Y,; 2 == 2, y рог lo tanto es pa- 
ralela a un eje, que en este enso es el z. 
Con el convenio de anular el numerador cuando se anula el de- 
nominador, pueden adoptarse las ecuaciones anteriores como váli- 
das en estos casos. 


Nora. — Ві para f, son nulas las tros derivadas 7, y”, pero no 27, у", 2", 
es Ar=14 7" (E)(A1)?, y análogamento Ay Ar; luego los coeficientes direc: 
tores de la socanto son los valores de =", y”, s” para ciertos valores interme 
dios de t; y supuestas continuas, tienden hacia 2*(f)), у” (4), 27 (f), que son, 
por tanto, los cooficientes directores de la tangente. 

En general, si es n el orden mínimo para el cual no во anulan Jus tres 
derivadas, las ecuaciones de la tangente son: 


2—2, 5—2 


Бы ЕЕ] (f) 
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Los ecuaciones de la tangente suelen escribirse de modos va- 
rios; si ponemos en vez de las derivadas los cocientes diferenciales 
y multiplicamos por dl, resulta: 


2—1, Y— У 


la curva viene dada сото intersección de доз emmdros: 


y=o(z) z= (z), 


es decir, si nos dan las proyecciones de la curva sobre dos planos 
coordenados, diferenciando resulta : 


dy = Ф/'(х)ах de = W'(r) dx 


y las ecuaciones se transforman así: 
==, Y— Уо 2—2, 
К (e) 7 ES) 
la curva viene dada como intersección de dos superficies en 
forma implícita: 


Píz,y,2) 0  G(x,y,2) —0 
difercnciaremos umbas ecuaciones y хо despejan valores proporcio 
nales a de, dy, de. 


Hse cálculo ha sido ya efectuado on ( do que dz, dy, de воп 
proporcionales a los tres jacobiunos, Por tanto, si los tres no fon nu'os en el 
punto (Tu Jor £4) las ceuaci tango.te, con ol vonvenio ya dicho para 
el caso de anulación de alguno do ellos, son: 


220. — Hélice cilíndrica. 

La hélice puede engendrarse por el movimiento de un рит 
de una circunferencia que gira alrededor de su centro, al mismo 
tiempo que éste recorre una perpendicular al plano de la cireunte- 
rencia, siendo los dos movimientos uniformes. 

El movimiento de traslación uniforme se expresa 2 = kt + А. 

Si la hélice comienza en un punto A, situado en el plano ху 
(cuando == 0, 2==0),la ecuación anterior se reduce a:2 kf. 

El movimiento de rotación es uniforme también y podemos 
suponer su velocidad 1; si llamamos q al ángulo ае giro en un 
cierto tiempo Ё, se tiene: «р == ё, sin término independiente, porque 
el movimiento empieza en A, situado sobre el eje =. 
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Llamando r al radio del cilindro sostén de la hélice, obtenemos 
las ceuaciones de la hélice: 


a=reost, y=rsent. z= М. {21 


Sobre un mismo cilindro podremos obtener infinitas hélices, sc- 
gûn el valor de Ё. El paso de cada una es 2kr. 

Si el triedro es dîroto o poritivo (162), 
los tornillos usuales, llamados directos о ро 
tivos, tenen E > 0; en cambio, rfridos n 
triedro rozativo, como son los dibujıdoı en 
esto texto, tienen 6 < 0. Así, р, е}, la hólice 
ма figura Чопо Е > 0, y es negy 


a advertir quo todas Ins demostra- 
ciones ron imdepondientos del signo del triw 
dro; y en los dibujos conviene usar unos у 


nts. 


otros indi tintas 


Las ecuaciones de la tangente en el punto (£e Yo #,) son: 


2—2 э— 


—rsent r cost 
y sus cosenos directores son, por tuio 


—rsent reos Ё k 


Бе С ут" 


El ángulo que forma la tangente а la hélice en el punto 
(Za, Yo £a) con la dirección del eje de las z tiene coseno constante; 
quiere decir que la-tangente a In hélice en un punto cualquiera fur- 

а un ángulo constante con la generatriz del cilindro que pasa por 
ese punto. De aquí que su desarrollada sobre un plano sea una 
recta, 


221. — Planos osculadores a las curvas alabeadas. 

Si se considera un punto А (т. Ye 20) fijo de una curva y el 
plano tangente en А que pasa por un punto A, próximo a él, que 
tiende al A, la posición límice de este plano tangente es un plano 
que se Пата osculador en el punto A а la 

De otro modo: Si se considera el plano АИС siendo В,С pun- 
tos de la curva a distinto lado de A y que tienden hacia A, el lí- 
mite del plano ABC ез también el mismo plano oseulador, 


"уке VE 


mrva. 
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De otro modo: Si por l ente en А se traza el plano para- 
lelo a la tangente en Й, también tiene como limite el plano osculador. 

En efecto, partiendo de cualquiera de las tres definiciones 
(véanse las notas) se llega a esta ecuación del plano osculador: 


|=— э— | 
ra) YU) E) |0 
По) yu) o) | 


O bien, omitiendo indicación del parámetro: 
г” — y 21 (r —т„) + [2.22 — a (y —у„) + 
+ Па — y (2 — 


Aplicación a la hélice cilindrica: 


Zem reos t; yin sent 2h 
æ (t) =—rsent; y) rest 2 (l) mk 


2(0) mr cost; y ”(t) =—rsent; z”(t) =0. 


El plano osculador tiene, por tanto, la ecuación : 


|. i А 
|— r sen te Y cos ly k i=0 
I—reosty — rsen ty о į 


“que puedo escribirse así: 


(u — х„)Ё sen to — (у — 9.20 cos to 4 (2 — 2p)r == 0. 
222. — Triedro principal o intrínseco. 

Consideremos el plano oseulador еп un punto de una curva; 
la tangen:e a la curva en ese punto estû contenida en dicho plano 
osculador, Todas las normales a la curva еп el punto considerado 
son perpendieulares a la tangente y están situadas en un plano 
que es el plano normal a la curva en ese punto. La normal conic- 
nida en el plano oseulador se Пата normal principal; la normal 
perpendicular al plano osculidor se Пата binormal, 

El triedro que tiene por aristas la tangente, normal у binor- 
mal se llama tricdro principal o intrínseco. 

Los cosenos directores (a, Я, y) de la tangente son proporcio- 
nales a las derivadas: z(t), y (14), 20) o bien a las diferencia- 
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les: de, dy, dz. Adoptaremos como sentido positivo en la tangente el 
de la 2 creciente, es decir, а, A, y tienen los signos de 27, y”, 2%. 

Los coeficientes del plano normal son proporcionales a estos 
mismos números, según se ha visto en Geometría Analítica, luego 
la ecuación de dicho plano normal es: 


(z— xy) zr (to) + (Y — yo) y (to) + (2—20)2' (tg) —0 
o bien: 


(=— 


0) dx + (y — Yo) dy + (2 — 


bien entendido que las den 
el рамо A (£e to 20). 

Los eosenos directores de la binormal son proporcionales a los 
cocficientes del plano оѕешайог, puesto que le es perpendicular; 
luego los cosenos dircetores (A, н, у) de la binormal son: 


gar 


yde —0 


adas y diferenciales han de tomarse en 


voya Maya, gya" y'm Vl, 


donde k es un coeficiente de proporcionalidad. - 

Los cosenos directores de la normal, que llamaromos 1, т, n, ко 
determinan teniendo en cuenta que la normal es perpendicular а 
Ја tangente de cosenos а, f, y y a la binormal: A, р, v, pero es pro- 
Terible utilizar las fórmulas de Frenet, que veremos en la próxima 
lección. 


NOTAS 


Lo ecuación del piano quo conticno la tangento cn cl punto f, y es para- 
lelo а Ја tangento en cl £,, саг 


z— ze v—n e 
ru) Yu) e) |=0 
ко) уо) ко) 


pues el vector do componentes ж——з„ у-— у, е ey, proporcionales n Ins do- 
rivadas en f, está en el plano, por anularse el determinante; y también el vee- 
tor paralelo n la segunda tangente. Restando de la terecra fila la segunda 
y saendo el factor t, — t, quedan, por el teorema del valor medio, las derivadas 
segundas en puntos intermedios entro fe y f; en el límite resultan las deri- 
vadas в" (6), Y), е”). 


EJERCICIOS 


1.— Determinar el tı 
2. — Demostrar que la normal principal a la hélice en un punto es cl radio 


¡trínscco en la hélice. 
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223. — Rectificación de curvas alabeadas. 

Para las curvas alabeadas la fórmula que se obtiene es comple- 
tamente análoga a la deducida en (137). 

Sea una curva alabeada ¿dada en forma paramétrica: 


a=x(l) ; y=y(l) ; z=2(t) 


demostraremos en nota al final de la lección, que la longitud s del 
аео de curva viene expresada por la integral: 


sm S VEEE PTE Z A = S уаз dy det 


Aparece ahora elaro por qué se Hama diferencial de arco al 

infinitésimo: 
ds = уйл dy? de 

pues, en efecto, la diferencial de s es esta expresión que figura bajo 
el signo integral. 

Si se divide por la longitud de la cuerda Y Ax Ay? AS 
y se pasa al límite (dividiendo numerador y denominador por At) 
resulta el límite 1. Es decir: La diferencial del arco es infinitésimo 
equivalente a la cuerda correspondiente. 


Fsrxrio. — Coleular la longitud de una espira do hélico cilíndrica de 
ecuaciones reost, y 

Во Пепо ds? = (72 cost t 4-1? son? + K?) (dt)? = (ra + Kè) (at)1 
© integrando entro O y 2r, resulta: 


в 


нута е 

En general: la longitud del arco de amplitud а сз а VFI, es decir, 
proporcional a dicha amplitud, resultado acorde con el desarrollo rectilínoo de 
la hélico. 


224. — Curvatura de flexión, 

So llama curvatura media de un arco АА” al cociente del ángulo 
de contingencia formado por las tangentes en sus extremos, por la 
longitud del arco. Se llama curvatura de flezión o primera curvatura 
en el punto Д al límite de la curvatura media del arco АА” euan 
do А” tiende hacia A. El recíproco de este cociente se lama radio 
de flexión en el punto A. 


280 


Si por un origen O trazamo 
а las tangentes a la curva, es Че 


Jilamaremos da a la diferencial de su arco que viene 


expresión ; 


Чо? = du 


КИ avea de cireunferen må 
xima 2/7 mide el ngula Ar de i 

tangentes en A y A 
mo equivalente a Ja ener 
Ya enal es equivalente 
diferencial del а 
Me 
ción de curvatra resultas 


y es ін 


» de de indi 


ds 
r 


da 


[ш 


225. — Curvatura de torsión. 
Se estudia, análogamento, 

obtenida llevando а p 

las binormales, o sea perpendie 

componentes, 

son los cosenus A, p, у de 


о sea las eoorden 
binorm 


arco de indicatriz se veritii 


СГ 


So Пата radio de curvatura 
de torsión al límite del co 
planos oseuladoros М 
torsión, û segunda сиг 

Como At, 


alura. 
viene medido pu 


es equivalente a la cuerda BR” 


121 r, 


var 
маа + dy 


medi 
rtir de O ve 
lares a Jos planos оле 
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cetores de módulo 1, paralelos 
de componentes a, B, y, o sea 


de 


de flexión. 
dada por la 


de dy? 


dy 


torsión, 


de 
paralelos a 


а 
módulo 1 


nte la 
es de 


dores, Sus 


las de los puntos de la indieatriz, 


y Mamando da, al elemento de 


Ls + dvê 


de 


implemente. radio 
* por el ángulo de los 
а se Mama curvatura de 


BB" de cirenmferencia, que 


а daz, resulta 
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226. — Curvatura de la hélice. 
«Las ecuaciones paramótricas de la hélice cil 
yr зеп, Los cosenos: а, б, ү de la tangente son: 


айса son 2=r cos f, 


—rsent reost k 


Las diferenciales de cstos cosenos son: da, dB, oy 


—r eos tat —r son t.dt 
РОР و‎ ig 
VF FR уты 
1 radio do curvatura de flexión Д es, por tanto: 
Vaz dy Vr rH 
Vda? + арз + dya п r 
Va 


FA radio de curvatura de flexión 7, es, por tamo: 


магз dy? А5 
Уз + dya + dva 


en donde A, n, y son números proporcionales a los cocficientes del plano oscula- 
(ж — 24) sen t — (Y — ys) k cos t + (2 —г„)ут = 0. 


dor, que para la hélice es: 
son —kcost 
ВЕЕ: гај ыа з у= 
Утны дай сег 

к 

мазаи + 4з “. 
уте 
Luego: 
=> ` npr 
n сй 
Е 


Ambos radios de curvatura son constantes, 


227. — Fórmulas directas para los radios de curvatura. 
Las fórmulas dadas раға el cálculo de los radios do curvatura tienen el 
inconveniente de exigir Ia derivación de los cosenos directores, que por contenor 


raíces cuadradas suelen dur origen a largos cáleulos. Veamos cómo ве simplifi- 
сап las fórmulas utilizando los conficientes 4, B, С del plano osculudor. Desg- 


nando por letras acentuadas las derivadas respecto de t, ве tieno 


moya ez 
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y anúlogamente se calculan В' y ү". Teniendo en cuenta quo 
22 фуз фо, ser yy ee” 
Sumando los cuadrados de las fracciones que expresan a”, 6, у resulta con 
fácil simplificación: 
(arz В 4 y2) (a ya a2) = 
= (8 yop (A) (a Fo yr Fe e") 


y utilizando la identidad de Lagrange (173) o bien por diresta comprobación, 
puedo escribirse asi 


(e уе a (e rr) (aya ууз 
y linmando 4, B, С a los coeficientes del plano osculador, resulta esta sencilla 
expresión: 
(rat ya eya 
Аз з Us 


Con transformaciones análogas se Педа asimismo а la fórmula cómoda y 
muy sencilla 


B2 4-сзу: D 


donde D= Az” 4- By“ -+ 


quo tambión puede escribirse en forma de determinantes 


z o5 
Pes жее | 
228. — Fórmulas de Frenet о Serret. 
El cáleulo de los coserios A, p, у de la binormal se puede ha- 
«er como se indicó en (222), y d iando se obtiene rápidamen- 
4 to ra, pero es preferible utilizar las fórmulas siguientes, de Frenet: 
Para deducirlas estudiemos más detenidamente las indicatri- 


plano trazado por AT paralelo a 4'7”, si se traza por O el plano 
paralelo resulta el 707”; y su límite es el plano tangente си ОТ al 
cono de la indicatriz; por tanto, la recta ¢ tangente en 7 a esta in- 


RECTIFICACION Y CURVATURA DE LAS CURVAS ALABEADAS 283 


dicatriz, es paralela а la normal AN; luego Jos cosenos Ї, т, n de 
ésta son: 
da 4б 1 


do ` do ` do 


о bien, recordando [1] para climinar da, resulta este primer grupo: 


Los cosenos 1, m, n ҳоз, pues, proporcionales a las derivadas 
af (Y у respecto de s; propiedad que traduce la relación geomótrica 
que hemos visto; y que permite ealeular Z, m, n dividiendo dichas 
derivadas por el factor de proporcionalidad, que es, justamente, la 
curvatura de flexión. 

Puesto que las generatrices OB del 2° cono коп porpendienla: 
ros a los planos tangentes al 1° cono (paralelos a los osuladore:), ro- 
ciprocamente, cl plano tangente en OB al cono 2 
A 1а generatriz OP del 1.°; mego es paralelo al plano BN, normal 
en A n la curva, Por tanto, mente en J a da 2> ind ea'riz, por 
estar en ese plano tangente y ser perpendicular а OB, es paralela 
a AN, y sus cosenos son: 

de de de 


dos ` do, 
y Mminando do, mediante [2] resulta el segundo grupo: 
Grupo 11 


es perpendicular 


woa de 
ds r’ ds 


Como а, A, Г son los cosenos directores del eje æ respecto del 
triedro intrínseco, se veri 


dv n 


ds % 


apye 
aa 4-27 П =0 


y sustituyendo œ, 2” por sus valores 1 y IT, y suprimiendo el fac- 
tor 1, queda la primera fórmula siguiente, y anólogamente las otras 


Grupo NI. 
а a А dm p dn roy 
ds im d n n ds y Ta 
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Cuadrando y sumando, resulta esta relación entre las deriva- 
das respecto de s, que permi 
Fórmula IV. 


e caleular Fz, ya conocido гү. 


1 1 
1 mt фи —Á + 


que permite calcular Т, ya conocido К 


229. — Círculo osculador y esfera osculatriz. 

Entre las cireunferencias tangentes a una curva en un punto A 
y situadas en el plano osculador, la que tiene por radio el de 
curvatura de flexión, se llama círculo osculador de la curva en el 
punto A y su centro se llama centro de curvatura. 

Esta circunferencia, igual que en las curvas planas, resulta 
asimismo como límite de la cireunferen determinada por tres 
puntos de la curva que tienden a confundirse en A, y tiene con- 
tacto al menos de segundo orden, es decir, cortando por planos no: 
paralelos a la tangente, la distancia entre los puntos de ambas cur- 
vas es infinitósimo de tercer orden por lo menos. La demostración 
puede verse en cualquier Geometría diferencial. 

Se lama esfera osculatriz, al límite de la superficie esférica 
determinada por cuatro puntos de la curva, que tienden a con- 
fundirse en A. Por tanto, contiene al círeulo oseulador, que es su 
sceción por el plano osculador, 

La reeta perpendicular al plano oseulador en el centro de cur- 
vatura de A, se llama recta polar o eje de curvatura o eje del pla- 
по оѕешадог correspondiente al punto A y en ella está asimismo el 
centro de la esfera oseulatriz. 

Si f, fa tas f, son los valores de { qué determinan cuatro pun- 
tos de una curva, veamos la posición límite de la esfera que pasa 
por ellos, cuando tienden a confundirse en uno. Para ello forme- 
mos la potencia de un punto variable de la curva, o sea la función: 


Fl) — (х—а)* + (y — b) + (20) — 
siendo (a,b,c) las coordenadas del centro у r el radio. Como se 
verifica: 


F(t) = F(t) = F(t.) РЦ) =0 


la derivada P"(t) se anula en tres puntos intermedios, la P”(t) 
se anula en dos; la F™(t) en uno. 
Si los cuatro puntos tienden a confundirse en uno, queda de- 
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terminada una esfera, que se llama osculalris en éste, cuyo centro 
y radio están dados por las ecuaciones 


ЕО) 0 ,F0)=0 , РИО) 0, 


‚зон: 
(z— a)? + (y — b)? (e с) ет 
(e— a) + (0 — 0) + (s—e)z =0 
A 
Mar yy z2") + (= а) ат (у — Dd) y (2 с) 0 


m e a, y —b, 2 


que, desarrolla 


De las tros ecuaciones lineales se despe 
y sustituídas en la primera, se obtiene r. 
para expresar la curva, las de- 


ivadas 


Si se adopta s сото parámol 


rivadas 27, y’, 27 son precisamente los eosenos æ, ($, y; sus de 
т”, y”, 27 vienen dadas por el grupo T de Frenet. 


diferencia de módulos de 


Nota. — Rectificación de eurvas alabeadas. 
n 0 puede nentarse nsi: 


dos vectores de ori 


пу va 
en efecto: la diferencia no supera al tercer lado del triángulo, y ente lado, co- 
mo remltanto do la polizonal formada por las diferencias de coordenadas, ca 
menor que la suma de éstas.Y al acotación nos permitirá demostrar muy elemen- 
talmente la fórmula (222) enteulando la diferencia entro la cuerda e y la di- 
feroncial de 

1 bo e dy = VAr + ay 
os decir, la diferencia de módulos a 
nadas son en cate caso, por el teor 

де àz = r (dt = l4 (€) (0) dt 

do continua la derivuda (1) (y unûlo 
Éntesis es menor que е para todos 
шө aplicando la acotación [1] a 
dos es menor que ¢ y por tanto 


fae | php е 


дут de 


ius do coordo- 


У а 


y análogamento las otras dos, Pero si 
gamento las otras) este incromento entre pa 
los intervalos dt suficientemente ресе? 

la diferencia [2] enda uno de los tres sum 
resulta 


[3|<3edt , ус=хуйа+х$ , 1х5] 3e t) 


pequeño, 1: з Ес, Ха tienen igual 
спе expresada por lu integral (223). 
teorema de Jcino, de la continuidad uni- 


y como esto número os arbitrariamen: 
límite, es decir, la longitud del ares 

Obsérvese que se ha utilizado 
formo. 


EJERCICIOS 


1.— Aplicar las fórmulas de Frenet a la hélice. 
2.— Determinar la esfera osculatriz en cualquier punto do la hélice. 


Lección 55 
CURVATURA DE SUPERFICIES 


230. — La indicatriz en un punto. Indicatriz de los paraboloides. 

Estudiar la curvatura de una superficie en un punto es cono- 
cor la curvatura de que pasan por él, Prescin- 
diendo de las alabeadas (cuya curvatura se demuestra ser igual а 
la de la sección plana producida por su plano osculador) el estudio 
de 1 iones oblicuas se reduce muy sencillamente, como veremos 
en (233) al de las secciones normales, Para comparar la curvatura 
de las producidas por el haz de planos normales en O, ideó Dupin 
la gráfica siguiente, 

Derisición. — Dada una superficie cualquiera, si considera- 
mos todas las secciones normales en un punto O de la misma, es de- 
cir, las curvas determinadas por los planos que pasan por la nor- 
mal en О, y para cada curva levamos sobre la tangente, a uno y 
otro lado, un segmento r «= + Vp igual a la raíz cuadrada del ra- 
dio de curvatura de dicha curva en el punto O, tenemos infinitos 
vectores cuyos extremos forman una curva llamada indicatriz de la 
superficie en el punto O. 


Recordemos una sencilla propiedad 
de la parábola 2% «= 2рг. 

Maciendo 2 = М, resulta = = ур у 
сото p= р ез el radio de curvatura cn 
el vértico, tenemos un medio gráfico muy 
lo para construir Vp. 

i la ecuación es 22 — Az*, el coeli- 
ciente A = /, es la curvatura en el vér- 
tice. 


Paraboloide eliplico. — Consideremos el paraboloide elíptico: 


o bien 2+ — Az? -+ Cy? у vamos a estudiar la curvatura de las di- 
versas sceciones producidas por los planos que pasan por el eje 2. 
Cada sección es una parábola que tiene O como vértice; el 
segmento = Vp so obtiene cortando dicha parábola por la secante 
trazada paralelamente a la tangente a distancia 14 de ésta. 
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La indicatriz se obtiene, por tanto, cortando el paraboloide por 
el plano que dista М del tangente, y trasladando dicha clipse sobre 
el plano zy; luego su ccuaci 


es: 
Даз Cy =1 о bien: 
z? y 


p q 


Paraboloide hiperbólico: A > 0, C < 0. — Considerando todas 
las secciones normales que pasan por el eje 2, cada una corta on una 
parábola cuyo radio de curvatura se obtiene como antes se indicó, 

Sobre la tangente en O a сайа parábola llevamos en ambos sen- 
tidos el segmento Vp. El lugar geométrico de los extremos de tales 
segmentos es la indicatriz de la superficie en el punto O. 

Puesto que el número Vp correspondiente а cada parábola no 
es sino la ordenada de la parábola que dista Y£ del origen, si eorta- 
mos la superficie por el plano horizontal 2 == Y, éste determinará 
sobre las parábolas dirigidas hacia arriba una hipérbola; у análo- 
gamente el plano 2 == — 14 corta a las parábolas de curvatura ne- 
gativa según otra hipórbola. 

Trasladando paralelamente hasta el plano zy dichas dos secciones 
tenemos la indicatriz de la superficie. Esta indicatriz se compone, 
pues, de dos hipérbolas que tienen como asíntotas las dos genera- 
trices de la superficie y situadas una en cada uno de los dos ángulos 
completos que dichas rectas forman. 

Los semi-ejes de dichas hipérbolas corresponden a los radios 
do las dos secciones principales de la superficie. Estos radios se 
Патап radios principales de curvatura y sus valores son: r, = p, 
Fa — q, si la ecuación del paraboloide es 


Las ecuaciones de estas hipérbolas resultan haciendo 2 — Y, 
y z——14 en la ceuación del paraboloide y son: 
چ‎ y چ‎ нн 
As ` елны. 


p q q Р 
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sus asíntotas son las rectas: 
У 
= 


= МА 
С Ур 


Езлемттов. — Bean los paraboloides 
а= ыл фу o; sany 
Las indientricos en ol origen se obtienen inmediatamento haciendo s = 14 
en la primera ecuación, y resulta la elipse 
se + 2y2=1 
= ж l4 еп la segunda y resulta el par do hipórbolas conjugadas: 
a—3=1, 
Recordando que Ins curvaturas principales son las derivadas segundas, éstas 
воп para el paraboloide clíptico А = 8, C = 2; para el hiperbólico, A = 2, 
с=в. 
Los radios principales son los recíprocos do estos números. 


o bion 


—a 


231. — Paraboloide osculador. 

El plano tangente a una superficie en un punto es una primera 
aproximación de esta superficie en el entorno de ese punto. 

Pasemos ahora a obtener una segunda aproximación, tómando 
un término más avanzado en el desarrollo de Taylor. 

Limitando éste en los términos de segundo grado, prescindiendo 
del término complementario, resulta una superficie: 


¿—1(0,5) +hf.(a,d) +k f’, (a,b) + 
аА уа (а,Ь) + hk fey (а,Ь) +1 Kè. (а, Б) 

que representa una euádrica, puesto que es de segundo grado en las 

coordenadas h, k. La diferencia entre las coordenadas z de la su- 


perficie y de esta cuádrica es del tercer orden, y por eso se llama 
paraboloide osculador en el punto A. 


CURVATURA DE SUPERFICIES 289 


Cortando por cualquier plano vertical resultan dos curvas euya 
diferencia de ordenadas «s de tercer orden, es decir: las eurvas tie- 
nen un contacto de segundo orden, y, pi 
tura. Por esto, para estudi: 
punto, basta considerar su pa 

Para mayor comodidad eı 


tanto, la misma curva- 
la curvatura de la superficie cn un 
bulvide osculador. 


el estudio de la superficie еп un 
punto suele tomarse como plano zy el tangente en ese punto; en- 
tonces las derivadas en (0,0) son: f/,(0,0) =0, /,(0,0) =0. La 
ccnación de la cuádrica osculatriz, Hamado A, B,C a las deriva- 
das, es: 


+ 2Bxy 4 Oy 
que representa un paraboloide. Sus 
punto O vienen dadas 


atrices rectilíneas en el 


os gene 


por 
Ar? + Bry j Су — 0 
Las biscetrices del ángulo de estas zeneratrices son las direccio- 
nes principales del paraboloide, es decir, las sceciones del plano 
tangente con los dos planos principales, que también se Патан di- 
recciones principales de la superfi 
Si las adoptamos como ejes г e y, debe reducirse B a 0, para 
«que los valores de y correspondientes n cada valor de ir 
y de signo contrario, у la ecuación de la superficie 
28 At OD E 
y el paraboloide osculador: 9: «= Az -|- Cy. 


an iguales , 
dopta la forma 


232. — Ind'catriz de una superficie cualquiera. 

Primer сахо; punto eliptico: I == AC > 0, Entonces tienen 
A y C el mismo si bolvide es elíptico, Todas la 
nes normales de la superf curvatura en el mismo sen- 
tido. La ecuación de la n homes demostrado en (230) 
resulta haciendo = 0 y es + € 
Cm fy. Sus recíprocos son 
r = 1/0. 

Еп un punto eliptico todas las secciones principales tienen la 
curvatura dirigida en cl mismo sentido; y comprendida entre los 
valores f”,2(0,0) y /”„,(0, 0). La indicutriz es una elipse. 

En particular, euindo es r, =-r, todos los radios son iguales 
la indicatriz es una cireunferes 
también ciclico. 

Segundo caso; punto hiperbólico: ПИ = AC < 0. Puesto que 
А y С tienen signos opuestos, el parabolvide es hiperbólico; las dos 


seccio- 


siendo A == fra, 


= 1/4, 


radios principal a 


ia. El punto se liama umbilico o 
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generatrices son simétricas. Para todas las secciones trazadas en 
uno de los ángulos de dichas rectas la curvatura está dirigida en 
un sentido y para el otro ángulo en sentido opuesto. 

Та indicatriz se compone de dos hipérbolas con las mismas 


asíntotas. Las dirceciones de éstas se llaman direcciones asintóticas 
de P, 


Los radios oscilan en los intervalos (гү, оо) (Fa, ec) siendo т, y ra 
los recíprocos de las eurvaturas principales A y €. 


Ecuación de la indientriz. 
Punto elíptico 


'órmulo de Euler. — Para la direeci 
Juego resulta: 


ercer caso; punto parabólico: И = AC —0. Entonces debe ser 
А0 о Меп C=0. Suponiendo por ejemplo A == 0, la cuádrica 
se reduce а 2z = Cy” que representa un cilindro parabólico tangente 
al plano zy a lo largo del eje т. . 

La indicatriz se reduce entonces a dos rectas paralelas simótri- 
cas respecto de la generatriz. 

Como el parámetro de la parábola Су? — 22, sección principal 
por el plano гу, es 1/0. el radio de curvatura principal es 7, = 1/6, 
luego las dos rectas que forman la indicatriz distan 1/VC del eje хт. 


233. — Teorema de Meusnier. 

Así como en cada punto de una superficie hay un paraboloido 
osculador que tiene la misma curvatura еп сада sección normal, 
así hay para cada recta tangente a la superficie una csfera oscu- 
latriz tal que las secciones producidas en ella por los planos que 
pasan por dicha tangente son los círculos охешадогев de las seccio- 
nes producidas en la superficie. 

Para estudiar la curvatura de las secciones trazadas por una 
tangente, se puede sustituir la superficie por su esfera oseulatriz. 
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En ésta se verifica que el centro de cualquier sección oblicua es la 
proyceción sobre su plano del centro de la sección normal; aplicado 
esto a la superficie dada, resulta el siguiente tcorema, cuya demos 
tración puede verse en las Notas. 

El centro de curvatura en el punto P de una sección oblicua es 
la proyección sobre su plano, del centro de curvatura de la sección 
normal que tiene la misma tangente. 

Así, por ejemplo, en una superficie de revolución, como el con- 
tro de curvatura de cada paralelo es la intersección de su plano 
соп el eje, еп este eje está el centro de curvatura de la sección nor- 
mal trazada por una tangente cualquiera de dicho paralelo. 


Las figuras indican el doblo uso del tcorera. En la 
nos normales circulares, se ha determiuado el centro С' de una sección oblicua 
Perpendicular al plano de simetría; cn In 2.*, que es un cono oblicuo, de baso 
circular, se ha determinado el centro С de aquella sección normal en el punto А, 
que además es perpendicular al plano de simetría; en la 3., que es una super 
ficio do revolución, se ha determinado el contre С' de una sección oblicun cunk 
quiera en el punto А do intersección con ol meridiano cuyo plano es por 
pendicular a ella. 


234. — Líneas de curvatura, geodésicas y asintóticas. 
Las ecuaciones de la normal a la superficie 2 = f(z, y) en el 

punto A (Zo, Yo, 24) son: 

®—% «== — Pol? — o) 

Y — Yo = — Qo(2 — 20) 
siendo р, у qo las derivadas de z respecto de х y de y en el punto A; 
si el punto А describe una curva sobre la superficie, es decir, 
y —a(z), son funciones de z las coordenadas Zo Yo» 2, y también 
Po, qo; ambas ecuaciones definen la superficie reglada (lamada nor- 
тайа) que forman las normales a la superficie en los puntos de esa 
curva y == a(z). Cuando las normales en los puntos de una curva 
forman superficie desarrollable, dicha curva se llama línea de cur- 
vatura de la superficie dada. Pronto se verá la ecuación que carao- 
teriza a las superficies desarrollables. 


que tiene sorio- 
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Езкмыр1оз. — Todas las пса trazadas cn un plano som de curvatura, 
puesto que las normales forman un cilindro, También son de curvatura todas 
Лаз líncas trazadas sabre una esfera, puesto que las normul.s formau un cono, 
En las superficies de revolución son incas de curvatura los morid.anos, pues 
las normales forman un plano; y también los paralclos, puesto que las norma- 
les forman un cono. 


Problema análogo al de las líncas de curvatura, pero muy dis- 


tinto, es el de encontrar sobre una superficie curvas tales que las 
normales а la superficie sean normales principales de la curva; 


estas curvas son las de longitud mínima entre todas lus que se 
pueden trazar sobre la superficie y se llaman geodésicus; su de- 
terminación es objeto del Cálculo de variaciones. 

En la superticie estérica lus líncas geodésicas son los arcos de 
cireunterencia máxima; en los cilindros y en general en las super- 
ficies desarrollubles, son las que tienen como trausiormadas Hias 
recta 

Se llaman curvas asintólicas de una superficie aquellas en que 
la dirección de la tangente en todo punto es us.ntótica. Toda recta 
de una superficie es, pues, línea asintótica, 


NOTAS 


Demostración del teorema de Meunier 

Para estudiar la curvatura de las curvas trazadas sibro una superficio 

= (зу) por uno de sus puntos, adoptemos ésto como urgen y su plano 
tangente como ху, sustituyendo la superficie por su parabuloide osculador 


Фа = Ax? 4- 2Bry + Су? 


El plano que pasa por el eje z, y 
forma el ángulo a con el zs, tiene la 
ecuación е = Ху, siendo А = са 
ta a la superficie en unn curva cuya 
proyección sobre el plano zy 


Фуу = А25 4 2y + Суз; 


la curvatura do ésta en O es у” (por ser y =0) y como para 2=0 са ovi- 
dento y” = А: А, ésta es la curvatura de dicha proyección; y la curvatura de 
la curva proyectada so deduce dividiendo por sen a, y resulta: 4: сова. El 
radio de curvatura de dicha curva sccción es, por tanto, соза: А = W.cos a, 
lumando R=1: А al radio do la sección normal, que corresponde al valor 
а=0. 

El teorema do Meusnier queda así demostrado. 
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Otra definición de la indicatriz. — Si еп la ecuación de la superficie 
2s = Ax? j- Cy? + Dzs + Barry 4 
hacemos s= h, obtenemos como sección de la superficie la curva 
?һ = Art + Сут. о aproximadamente: 2В = А22 + Cy? 
despreciando L:s términos siguientes, que son infinitósimos superiores en el em 
torno del origen, Comparada esta curva соп la indicatriz 1 = Алт -j Cy? son 
curvas semejantes; por tanto: 

Las secoiones de la superficie por planos paralelos al tangente en un pum 
to son curvas sensiblemente semejantes a la indicatris en ese punto. 

Curvatura total en un punto de una superficie. — Ве Пата así al pro- 
durto de tas dos corsaturas principals. Este número tiene wn signifiendo 
análogo nl de la curvatura plana; en cfocto, dada una región а do suporficio, 
entorno de un punto Р, si por um punto 0 se trazan rayos paralelos а Ins nor 
males en el contano de о, forman un cono cuya amplitud (medida sobre la 
esfera do radio 1) cs una cierta área v; cl limite del cociente 1/0, ul tender 
о а cero, ез precisamente la curvatura total en el punto Р. 

Сото se ve resta amplitud < del ángulo rónico de las normales vieno а st 
tituir al ángulo de contingencia y de las curvas planas, formado por las tam 
gentes normales cn los extremos Ac] mismo. 

ж condición necesaria para que dos superficies scan aplicables una sobro 
Otra sin distensión, que tengan la misma curvatura total en cada punto, 

Sila e ез desarrollablo, es decir, apliemble sobro un plano, su 
curvatura ttal cs la misma del plano, esto es, nula; resultado que so че di- 
rectamente porque para сПав el área т es mula, porque la indicatriz de curva- 
tura total s> reduce а una curva, cualquiera que sca la porción elegida о. 

Curvatura medía de una superficie еп un punto. — Es el promedio do las 
curvaturas principales en dieho punto, ез decir: 

.= (o +0) 

Son interesantes las superficies quo tienen mula su curvatura media en ca- 
da pnnto, es decir: ту == — т; son las superficies de drea minima, osto es, las 
de menor úrea que cualquier otra superficie limitada por cl mismo contorno. 
Bo construyen sumergiend» Gate, construido do alambre, en un líquido gelati- 
пово, que forma una pelicula de úrea mínima ер ol contorno dade 
о desen obtener superficies de revolución que tengan esta propiedad, 
de curvatura de la me а en cada punto debe sor igual y opuesto 
al otro radi? principal que es el segmento do normal limitada por el eje; la 
curva cue tieno esta propiedad es la eatenaria; al girar alrededor de su recta 
base engendra una superficie de área mínima, que es la única de revolución 
quo tiene esta propiedad. 


el ras 


EJERCICIOS 


1. — Dmostrar que el centro do curvatura de la sección de una superfi 
cie de revolución cn los puntos de contacto con los paralelos que le son tan- 
сз la inters:eción del plano secanto con cl ojo de la superficie. 

— Construir la indicatriz en un punto cualquiera del toro. Obsérveso para 
ello que en toda superficie de revolución, una sección principal es la meridia- 
ma, por razón de simetría y la otra lo оз perpendicular. 

y. — Domoct.ar gue la suma de curvct-ras de ezda do) secciones normal в 
a la suporf.cie en 0, porpoad cula.os entre £, св сопзё п.е, igual por tanto, а 
la suna de curvaturas pri 
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235. — Representación paramétrica de superficies. 

De igual modo que una curva se expresa paramótricamente 
como transformada de un segmento, cada superficie se define como 
imagen de una región de plano. 

Si una superficie se da en forma paramótrica: 


zav) убио) z= (u,v) 


el elemento de arco ds de una línea trazada sobre la superficie, 
viene expresado por la fórmula; 


ds? <= de? +- dy? + de 


y sustituyendo las diferenciales 
dz а.ч + Codo 


dy = Yu du ye. dv 


de = z's du 2..00 
resulta una expresión del tipo: 
det Edu? 4 2P dudo + Godot 


cuyos coeficientes (que suelen llamarse de Gauss) son funciones 
de u, v: 
Ey 
Pr Y Y A e 
Cr ёё 
A lo largo de una curva v= const la tangente en cada punto 
tiene como coeficientes dircetores las tres derivadas de 2, y, 2, res 
pecto de и; y la tangente en cualquier punto a una curva и — const. 
tiene como coeficientes directores las derivadas respecto de v. 
Si en un punto de la superficie se anula la función 
ésta es la suma de productos de los coeficientes directores de las 
dos eurvas н = const., y = const. que pusan por ese punto, ambas 
son ortogonales. Si es P=0 idénticamente, las familias de cur 
ч — const. р — const. son ortogonales, es decir, las de cada sistema 
cortan a las del otro perpendicularmente, 


‚ como 
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Espxrio, — La cenación de una superficie de revolución de eje е está 
determinula por la meridiana == f(z); y al girar en torno del eje, 
la z se convicrio en т, lus coordenadas de un punto cualquiera son: 


к=т.соза , y=r.sna , 2=/(1) 


Tos dos parámetros son aqui r y az las curvas r = ¢ son los paralelos; 
icientes de 


Los со 


La anulación idéntica de F 
ralelos, 

Esmuvio. — Para la esfera son más convenientes las coordenadas esfó: 
ricas: lon nd Ф. 


dica la ortogonalidad de meridianos y par 


созар сов}, y =R.cos end 2 
y los coeficientes de Gauss som: 
E 


Nota. — Por el si; 
ndquieren los coeficientes 
bra а designar los coeficientes de G: 


cue expre а dss, s? цео tun 
G рог Dw Dos hr 


236. — Plano tangente. 
El plano tangente a la superficie en el punto (To. Yo, 20) dete: 
minudo por los valores u == Uy, Y == te Пепе por се 


| 
|—0 
| 
рог el punto A (яо, Yo 25) puesto 
que el determinante se anula al sustituir £= £o. Y= ны = Zo 
Además, todos los puntos de la tangente en A а la curva v= vo 
están сп ese plano, puesto que las diferencias de coordenadas х= — To, 
Y — Yo, 2 — Zo, Son proporcionales a las derivadas: Le, Yu, u. 
También se anula cl determinante en todos los puntos de la tan- 
gente a la curva и == us; luego ese plano es el tangente en 4 


ción 


| 2—2 0—5 چ‎ 
| Luo У 
| “o РАЎ 


En efecto, este plano pa 


237. — Representación plana de superficies. 
Una correspondencia o representación entre una superficie: 
zæ 0) , y—=Y(40) , 2=c(4,8) 


y un plano (X, Y), viene definida por una correspondencia biunívoca 
entre los pares (X, Y) y (и, v); cada ley de correspondencia da 
stema de representación. 
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Farmrio. — Establezcamos entre las coordenadas geográficas q, А, de 
la superficio esférica y las coordenadas X, Y dal plano la correspondencia 
Х=а , Уз 
Esin proyección se Mama cilíndrica y equivale a proyectar sobre el ei- 
lindra circunscrito al Ecuador, mediante los planos de los meridianos у de los 
paralelos. 


aseno 


Si la correspondencia entre los puntos (и, в) de la superficie 
y los (X, Y) del plano eumple la condición: 


Е.а + 2P dudo + Gdi? —u(dX> + аузу 


siendo p una función de las coordenadas, resulta que los elementos 
de arco que pasan por un punto son proporcionales a sus homólo- 
gos; esa razón ез la dilatación lineal que es constante en cada pun- 
to, pero varía con éste. 

‘Un triángulo ABC y su homólogo Л/С" tienen, pues, lados 
que tienden a ser proporcionales al tender a confundirse los tres 
vértices, en un solo punto; y sus ángulos homólogos tienden, por 
tanto a ser iguales, Es decir: el ángulo de dos curvas cualesquiera 
trazadas sobre la superficie es igual al de sus curvas homólogus. 
Esto se expresa diciendo que la transformación o la correspondencia 
es conforme. 


Esenrto, — No es conforme la proxceción cilíndrica definida en el ejem- 
plo anterior, pues si se forma el elemento de arco en el plano упо es proporcio- 
nal al de la esfera cuya expresión, según se vió, cê: 

аза = R2( dq? + cos? p.42) 

Conservando la función X = ua, а avem, representando los meridianos por 
rectas paralelas equidistantes, ¿cómo deben representarse los paralelos por rcc- 
tas paralclas ds modo que la correspondencia sea conforme? 

Es dcir, veamos qué función Y = а./(ф) сопујспе clegir para representar 
los paralelos, о sca, cómo deben espaciarse para que en cada punto la din- 
tación эса la misma cn ambas dirocciones perpendiculares. La dilatación a lo 
largo del paralelo es а: Ё соз ф, lo cual resulta de las fórmulas anteriores, о 
bien directamente, por ser E cos el radio del paralelo; será, pues, necesario, 
que se verifique m а lo largo del meridiano: 


afte): R 


Ecos p 


o эса /'(ф) :сояф. 
La función buscada es, pues, 
cilmento como ejercicio de 


primitiva de la see q, que se calcula fé- 
tegración y vale: 


He) = Оде + Up) 


Jo aquí, en definitiva, Jas cevaciones que definen la proyección de Mer 
cator, usada exclusivamente сп las cartas marinas: 


X=a ; Раабе + o) 


dondo a es la anchura del mapa, о sea el segmento que representa al ecuador; 
en cambio la altura es infinita, como so vo haciendo q > r. 
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238. — Superficies aplicables. 

Si el factor p de la representación conforme se reduce a 1, es 
decir, si el elemento de arco en la superficie y en el plano son 
iguales, aquélla se dice aplicable sobre el plano; se demuestra en 
Geometría diferencial que las superficies aplicables sobre el pl 
rrollables, 

Más general: dos superficies que, mediante elección convenien- 
te de los parámetros (и, v) tienen iguales los cocficientes de © 
E, F,G, sales los elementos co 
se dicen aplicables una sobre otra. 

u efceto, сп ambas es igual la expresión de ds, es decir, los 
arcos homólogos tienen igual longitud: Si suponemos las superficies 
formadas de corpúsculos iguales, en arcos homólogos habrá igual 
número de ellos у dispuest 
posición se pa 


no 


son las d 


uss, 
respondientes de arco y 


en el mismo orden, luego de una dis- 
sa a Ja otra sin alterar las longitudes; tal transfor- 
se llama una deformación. 


— Sen el cilindro do generatrices paralelas al eje с: 

es , @ ‚2 
Adoptando como parámetros t y г, resultas 

E=ri4y? , F=0 , 6=1 
Si en cl pluno XZ introducimos Ins coordenadas curvilincas 
х=), Y ‚ 2=2, 
resultas ку), F=0, 6 
Juego ambas son aplienbles entre sí, a condición do que я? adopte 


sto equivale a desarrollar el ei msersando Jas generatriees para- 
Jelas я} eje Z, Hevand? como nhs = f(t) las longitudes de los arcos de 
las secciones rectas, a partir de una goneratriz inicial. 

Si el cilindro es oblicuo: 


Hyi) 
во puedo tomar X= f(t), pero Z= q(t.) y resulta: 
Е рет фут 


de dond» se despejan q 
ciones фу f. 

Si р y q son funciones de £, es decir, para una superficie reglada cual- 
quiera, hzbrá que tomar X=(1,2), Z = (6,2). 


j zf, y de ellas se deducen ¿or integración las fun- 


Nora. — Gauss demostró que la igualdad de coeficientes E, F. С Neva 
consigo la igualdad de ciertos elementos no líncales de las superficies; por 
ciemplo. la curva ита total (pág. 272) se expres: mediante E, F, G, luego: 
dos superficies aplicables tienen igual curvatura total en cada par do puntos 
homólogos. 
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239. — Superficies regladas en general. 

nición (235) de las superficies como transformadas con- 
análoga а la dada para las curvas; pero, la ge- 
ті, 


La de 
tinnas del plan 
neración por тоу 


nto ds un punto no es aplicable а las sup:rfi- 
cies. Veamos un tipo especial en que cabe una gencración análoga, 


Se Пата superficie reglada 


engendrada por una reeta que 
se mueve. El сопсерго de movimiento equivale a variación en fun- 
ción continua de аш р: las ecuaciones de la 
recta generatri 


у= + 


donde р, q, а, b, son funciones continuas de £. Si se desca la ceua- 
ción ordinaria, hay que eliminar £ entre ambas; pero es preferible 


la expresión parumótrica, bustando agregar como tercera ceuación 
í se tienen las coordenadas (e, #, 2) del punto de la su- 


22 уш 
perficie como funciones de los dos ра 

La ecuación del plano tan 
la lección anterior 


metres 2, Ё. 


jente se obtiene como ве explici 


a -— Pia Y — 4% —b | 
Р q 1 Ju 
pra а +. о | 


donde las letras acentuadas indi 
ecuación se simplifica sumando a la primera fila la segunda mul- 
tiplicada por 2, 


| z—a y—b 2 | 
р а —0 


1 
Pi a’ 42 +. 0 


© sca, descomponiendo el determinante en suma de dos: 


Pa + Q—o 
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donde: 
—b z 
r=| p a 3 
ГА а 0 
| za y—b 2 1 
Q= р а 1 
| “ v o 


o sea, desarrollados: 


P= p(y ا‎ 92) —q (2—a—p2) 
Q ay — b —- q2) — b (£ — а — re) 


Para cada generat 
al moverse el punto a lo la 
un haz, cuya arista es la recta 7 =0, Q 
misma generatriz. 

Sólo hay un caso en que el р 
camente P0, o más en general P == 2Q (siendo A constante); 
la superficie se llama desarrollable y el plano tangente en cada pun- 
to de una generatriz es el mismo, que se lama tangente а lo largo 
de la goneratriz. 


ost te; y al variar Ze es decir, 


triz, el plano [1] forma 


0, que по es sino la 


cuando sea idénti- 


puro, — Sean a, », р, 
жайа ima ccuación de segundo grado, que 
Sen, por ejemplo 


cales de t; eliminando ¢ ro 
а una cuádrica, 


et t41 


y la cubdrica quo definen ti 


о sen, reducida а forma entera: 
Enes 


240. — Superficies desarrollables. 

Una superficie reglada se llama desarrollable, cuando el plano 
tangente en cada punto lo es en tedos los puntos de la generatriz; 
о sea, cuando el plano [1] no depende de гъ. Fijado £, es decir, ele- 
gida una generatriz hay trcs casos singulares: 


tyde) + 2) 


15 Si P=0, debe sor p’ =0, ф' — 0, о sca: р y q son cons: 
tantes; todas las generatrices son paralelas y la superficie es ci 
líndrica. 
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2° Si Q=0, debe ser a — 0, 07 =0, es decir: a y b cons- 
tantes; todas las generatrices pasan por el punto (a, b, 0) Juego la 
superficio es cónica, 

3. Si P=2Q, es decir, si p'b' — q'a’ 

Este caso comprende a les anteriores como casos particulares, 
y ésta es la condición que caracteriza las superficies desarrollables. 

Una curva sobre la superficie está determinada por una ceua- 
ción de condición г == Función de £; entonces son z, y, 2 funciones 
de t y queda deter a la cu Entre ellas hay una que es 
tangente a todas las generatrices; para ello basta que sea: 


O sea: 
г 
1 
que, simplificadas, se reducen а: 
р а —0 qa + Vm 0 
o sen: 
200 = — b/e 12) 
que dan la misma función de £, por la condición supuesta: 
рь — qa 


La función [2] representa, pues, la eurva tangente a todas las 
generatrices, la cual se Пата arista de retroceso de la superficie. 

Recíprocamente: Ins rectas tangentes a una curva alabeada cual- 
quiera cumplen estas condiciones sucesivas y por tanto la pb’ = q'a’, 
luego forman una superficie desarrollable. 


241. — Línea de estricción; plano central; parámetro, 
Consideremos una generatriz, por ejemplo, la que corresponde 
a t — 0, y adoptada como eje 2, deben anularse para ¢ 0 las fun- 
ciones a, b, р, q. Si damos a £ otro valor, tenemos otra generatriz 
y la mínima distancia se obtendrá trazando un plano horizontal 
2 = zo, tal que los coeficientes directores de la secante común, o scan 


Peta , а. +ь , 0 


y los coeficientes dircetores de la generatriz ‚о sean р, q, 1, cumplan 
la condición de perpendicularidad : 
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de donde resalta la ordenada гь del pie de la mínima distancia, o sea: 


PHa 
Si dividimos por ¢ cada letra y hacemos ¿—>0, resulta el va- 
lor límite: 


Este punto límite del pie de la mínima distancia a otra genc- 
ratriz (o dicho brevemente; pie de la mínima distancia a la genera- 
triz infinitamente próxima) se Пата punto central de la generatriz. 
El lugar de los puntos centrales de todas las generatrices, se llama 
línea de estricción de la superficie. 


Obsérvese que si la superficie cs desarrollable, este valor z, 
coincide con el [2], es decir: Ln las superficies desarrollables la 
linea de estricción es la arista de retroceso. . 

El plano tangente en el punto central de una generatriz 
ma plano central, 

Adoptemos el punto central del eje 2 como origen, y el plano 
central como г. Como la ordenada del punto central debe ser nula, 
so verifica: 


se lla- 


ар bt 0 


y сото la ecuación del plano tangente se reduce a у = 0, debe ser 
b = O; pero a’ «++ 0, si la з perf'e'e по es desarrollaòle, luego también 
p’ — 0, para ё — 0, es decis, en to los lo; puntos de la gencratriz, 

La ecuación del plano tangente en el punto 2, se reduce, pues, 


а ёз! 


92 == ау 

hiego: La pendiente у: х del plano tangente sobre el plano central 
es proporcional a la distancia сь del punto de contacto al punto cen- 
tral O. (Teorema de Силк) 

El número k — 7/q/ se llama parámetro de distribución de la 
generatriz, y la relación anterior se puede escribir: ¿y — k. pond. 
nulos a” o q”, la superficie es 
desarrollable, y cesa la propiedad, puesto que el plano tangente es 
el mismo a lo largo de toda la generatriz. 


Езкнохлю. — Expresar el Hiperrolo'de alabcado redond> en la forma (239) 
y calcular ol punto central y el parámetro de distribución. 
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242. — Envolventes de un haz de curvas planas. 
Envolvente de un haz de curvas planas es una curva formada 
por los puntos de contacto con todas ellas, 
Sea F(z, y, ¢) == 0 la ecuación del haz; derivando respecto del 
parámetro e resulta: 
Feye) =0 , Feaz,y,c) 0 
У climinando с sale W(z,y) — 0 ш 
que ез la envolvente buscada, como vamos a demostrar. En efecto, 
la eliminación puede ponerse de manifiesto expresando с como fun- 
ción c(z, y) sacada de la segunda ccuación y sustituyendo en la pri- 
mera, Es decir: 
Piz,y,c(z,y)] =0 [2] 
Sen xo Yo Un punto de esta curva, es decir: 
F [Zo у„с(х„ Yo)] =0 y pongumos со =c(Zo, Yo) 
la curva F(z, y, с) — 0 del haz, pasa, pues, por dicho punto (£e Yo) ; 
las pendientes y” de las tangentes en ese punto a esta curva y a la 
envolvente [2], se obtienen derivando en dicho punto y resulta: 
Ro 
СО) 
y como 1,0, ambas tangentes son la misma; luego en efecto, Ја 
curva [1] o lo que es lo mismo [2] es la envolvente buscada. 


Esempio 1. — Sea la familia do curvas, ya consideradas 


1 


(2—a)24 у 


Derivando respecto del parámetro a, sale: 


—2(2—a)=0 у eliminando a, sale ут =1 


y 
1 ез la integral 


Estas dos rectas componen la envolvento y, por tanto, y 
singular do la ecuación diferencial del haz. 

Nora. — Cuando son dos los parámetros ¿ligados por una ecuación, cone 
viene diferenciar ambas ceuaciones, como se indica en el siguiente ejemplo, 
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Езвмтто 2. — Para obtener la integral singular de la ecuación de Clairaut 
estudiada en (2:71, o sea la envolvente de las rectas: 


2/a+y/b=1 siendo 


diferenciando ambas respecto de a, b, e igualando los cocientes db/da, resulta: 
ж/а y/o 1 


vz Г 


bar a z 


azy П аз 


ае donde аз 


y climinando a,b, rerulta la ccuación que representa una astroide, 
+ pa (astroide) 
243. — Envolventes de superficies. 
Consideremos una superficie móvil; o más general, una fami- 


lia de superficies con un solo parámetro £. He aquí dos superficies 
que tienden a confundirse para А => 0: 


fx, yz, t) —0 f(z va, th) —0 


para los puntos de intersección se verifican ambas, y por tanto, ве 
verifica también, por el teorema de Rolle 


Pz, 2, E) —0 (E entre t y 1+h) 


Si А0, también E>1, luego la curva límite de la intersee- 
ción satisface a la ecuación 


Pay z, t) —0 


y el lugar de estas curvas, llamadas características, se Пата en- 
volvente de las superficies; su ceuación se obtiene eliminando el pa- 
rámetro t entro la ccuación de la superficie y de su derivada res- 
pecto del parámetro. 
Sea el plano móvil 
Az + By 4 C24-D=0 

donde A, В,С, D son funciones de 
minando ¢ entro esta ecuación y la 


Az + By + С 4-0" 0 


; la envolvente se obtiene eli- 


pudiendo demostrarse que esta superficie es desarrollable. 
Si además se agrega la cenación 


Ax + В”у + C"2 + D” —0 
las tres definen una curva, que es la arista de retroceso. 
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Consideremos ahora una familia de superficies doblemente in- 
finita, es decir, con dos parámetros 
f(z, yz u, v) —0 

Con razonamiento análogo resulta: la ecuación de la envolven- 
te se deduce eliminando los parámetros u, v, entre ella y sus de- 
rivadas fa, f'o 

En este caso no hay eurvas características, sino puntos carac- 
terísticos, es decir, puntos límites de las intersecciones de tres su- 
perficies próximas, y la envolvente es el lugar de esos puntos, te- 
niendo común con cada superficie generatriz, no una curva, sino 
un punto, en general. 


Esemrios. — Planos Az + By + Co 
cuyos cocficientes cumplen la condición 


дз Ва CO =1: rê 


Los parámetros independientes son dos, y en vez de derivar, convieno dir 
Lorencia 


z.dA + y. dB 42.40 = 0 
A.dA + В.ав + C.dC 


Bi В ез ecnstante, resulta: Cz = А2 
nån » » Cy=Bz 


Despejando А, В, С de las tros ccunciones lineales y sustituyendo en la 
cuadrática, resulta: 


фуз фео‏ 2ے 


pues los planos dados distan de O la longitud 7, у la envolvente debe sor una 
superficie esférica, quo sólo tiene común un punto con cada plano generador. 


Vamos a estudiar las superficies envolventes de los tres planos 
del triedro intrínseco de шиа curva. 

El plano determinado por la tangente y la binormal se llama 
plano rectificante, y envuelve una superficie llamada rectificanto 
de la curva dada, porque al desarrollarla sobre un plano, la curva 
dada se convierte en recta. La curva es, por tanto, geodésica de la 
superficie rectifieante. Esto es consecuencia de ser la normal a esta 
superficie la normal principal de la curva (por ser trirrectángulo 
el triedro) propiedad que caracteriza a las geodésicas, 

El plano normal envuelve una superficie desarrollable que se 
Пата polar de la curva dada; sus rectas generatrices son precisa- 
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mente las rectas polares ya definidas, o sea las perpendiculares a 
los planos osculadores en sus centros de curvatura; el centro de la 
esfera oseulatriz tuado en cada generatriz, es precisa- 
mente el punto de contacto con la arista de retroceso, Resulta, pues, 
que la arista de retroceso de la superficie polur es el lugar de los 
centros de lus esferas osculatrices, 


244. — Evolutas y evolventes de curvas planas. 

So llama croluta de una curva у = f(z) а 1а envolvento del haz do rectas 
normales en todos low puntos do la curva. La ccuación de la normal en el pun- 
to (а,б) es 


аа фу В) =0 
siendo р/а)  v=1(0) 
derivando respecto del parámetro a resulta: 

—1+yY(y—B)—y" 


de donde B= 


nera sale: 


y de da оние 


Eu vez de eliminar a, puede dejarso como parámetro, y resulta la onyol- 
wento (ев decir, la evoluta) en forma paramétrica dada por estas dos fórmula 

Comparando con Jas fórmulas obtenidas en la lección 21 para el centro de 
curvatura, resulta que In envolvente es precisamente el mgar geométrico de los 
centros de curvatura. 

Una curva f que tiene por evoluta q se dice evolvente de ósta, $3 obten- 
Arán, pues, todas las evolventes de q como trayectorias ortogonales del haz de 
tangentes a q; toda curva tiene, por tanto, infinitas evolventes. 

En los tratados do Geometría diferencial se demuestran las propiedades, 
siendo ésta la más importante: La longitud de un arco de evolvente sin puntos 
singulares es igual a la diferencia entre las normales de la evolvente correspon 
«dientes а los dos extremos. 


EJEMPLOS, — Evoluta de la elipse х2/аз | y2/02 
Dorivando so despeja. 
ba a 
бар 
«sustituyendo 02 = a? — b3, resulta: 
14 y2 
E 


рү‏ و 


Las ecuaciones paramótricas de Ja evoluta som, por tanto, 


n= 0/0 шш зл 


зов ENVOLVENTES DE CURVAS Y SUPERFICIES 
eliminando а, В entre éstas y la ceuación de la elipso resulta 1а ecuación: 


2 к 
(02/02) 34 (Dy/02)3 


245. — Envolventes de curvas alabeadas. Evolutas. 

Una curva se Паша envolvente de un haz de curvas alabeadas, 
cuando en cada punto es tangente a una de ellas. Se comprende, 
pues, que wa familia de curvas carece, en general, de envolvent 
pero si se dispone de dos grados de libertad, puede formarse en- 
volvente, Estudiemos un ejemplo importante. 

Se Пата evoluta de una curva a la envolvente de sus normales, 
Veamos cómo deben elegirse éstas para que tengan envolvente, Sean 
т, y, 2 las coordenadas del punto A do la curva dada y X, Y, Z las 
«el punto homólogo A’ en la evoluta; los coeficientes directores de 
la recta AA’ son: A —z, Y —y, Z —2; expresando que esta recta 
es tangente a una curva y normal a la otra, se tienen las ecuaciones: 


Xs Y—y 
Y Y 
йв + (Y — y)dy + (Z —2)de — 


С 


pr / varían £, y. г, 


como al vari 


‚ si derivamos 
A A R 

teniendo en cuenta 
(х 


y сото el valor de las tres razones de la primera fórmula es 1/8”. 
siendo S la longitud del 
última result: 


relación anterior, resulta: 


a) NL (Y y) V” t- (Z — A = RR 


со de envolvente, sustituyendo en esta 
RS — RR’, de donde: 57 = K, S, — S, = R, В. 

La longitud del arco de envolvente de normales а una curva, es 
la diferencia de las longitudes de las normales correspondientes т 
los extremos. Д 


So demuestra fácilme 
poler de La curva dad; 


olvente está en la superficie 


EJERCICIOS 


1.— Obtener la evoluta de la parábola. 
2.—Obtener la ecuación de las ovolventes de la circunferencia. 


3.— Demostrar que la longitud de un arco de evoluta es la diferencia em- 
tro los radios de curvatura de la curva дайа, correspondientes а los extremos. 
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246. — Derivación de vectores funciones de una variable. 

Si los componentes de un vector A son funciones de Ё, se dice 
que éste es función de #, y escribiremos А (0). 

Derivada A'(t) es el límite del cociente del incremento 
А-А) — A(t) por el incremento k—> 0. Como las componentes 
de este vector diferencia son las diferencias o incrementos de las 
componentes: 


ado el СЯ н), (LM 200) 


al dividir por А y pasar al Иш 
tor derivado ДҮ) que son: 


resultan las componentes del vec- 


"пу. уа "(у 


Si el origen del vector varía, у las compunontes se dan como 
funciones del origen, el cual es función de f, se aplicará la misma 
regla de derivación de las Funciones compuestas. 

Como las componentes del producto escalar (1) (0) son las 
sumas de los productos de las componentes de ambos, la regla de la 


deriv: bl 


del producto es aplica 


CAB) mm A 


omitiendo la variable, por brevedad. 
Como la derivada del determina: 
de los dos determi 


la tercera, result 


о que define A X В es suma 
ntes que resultan derivando la segunda fila, o 


(AX BY mA X B- 


хв 


es decir, también para cl producto vectorial es aplicable la regla де 
derivación. 

También lo es para el producto de nna función escalar por una 
vectorial; m(t). A(t), o brevemente m. A; pues al multiplicar el vec- 


tor por m, las componentes del vector derivado son: 
Malas, mS my mi FY le, 
luego resulta On. A) = т". dm 
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Velocidad y aceleración en el movimiento curvilíneo. 

Una curva alabeada está determinada por el vector variable eu- 
yo origen es O y su extremo P un punto móvil sobre la curva, cu- 
yas coordenadas son funciones del tiempo u otro parámetro 4: 


=) ‚ уб) , z(t) 
El vector de componentes: 


WO a ИО, FEY 


está situado оп la tangente, y tiene el sentido del movimiento; se 
Пата vector velocidad, y lo representaremos por V(t) o simple- 
mente У. Su módulo es v — ds: dt, es decir, la velocidad lineal. 
Llamamos vector tangente: T(t) o simplemente Т, al vector de 
módulo 1 sobre la tangente en el sentido del movimiento, es decir, 
T es el versor de V; por 


anto, 


i1) ` V æv. T. 


Las componentes de 7 son, por consiguiente: 


de dy 


ds © ds 


La derivada del vector velocidad se llama aceleración; sus com- 
ponentes o coordenadas son por tanto 2%(t), y”(1), 27 (0) y su ex- 
presión vectorial resulta derivando [1] respecto de 1; esto es: 


A= vT HoT 


Ahora veremos la dirección y valor absoluto de 7”. 


247. — Triedro intrínseco y fórmulas de Frenet. 

Dada una curva alabeada, lleyemos sobre cada uno de los tres 
rayos que forman el triedro principal un vector de módulo 1, y ob- 
tenemos tres vectores principales: 

Vector tangente: T; vector normal 
perpendicularidad está expresada así: 


N; vector binormal: B. La 
121 N.B=0 B.T=0 T.N =0 
13) T=NXB N=BXT B=TXN 
Veamos el significado de las derivadas 7”, №, B’ respecto de s. 
Por definición de curvatura de flexión, ésta es c= |7] y el 
recíproco es el radio de flexión r,. 
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Por definición de curvatura de torsión, ésta es c, =| В” | y el 
recíproco es el radio de torsión 

Como la dirección de 7” tangente а la indicatriz de flexión es 
la de N, y lo mismo la de B’, tangente a la indicatriz de torsión, re- 
sultan las dos primeras fórmulas de Frenet: 


D Pæ N M т 


N 


Falta N’, que se deduce derivando B X T, y resulta: 


Nm B X THB XT m0 BXN +0 N XT 


result ala de Frenet, que completa 


y utilizando 
las 1) y Ш): 


п) № Т e. B. 


сото B y T son perpendieulares resulta 1N? 0,94 су, 


N A 


k 


Aplicación al cálculo de la aceleración. 
Puesto que la derivada de 7 respecto de s es c,.N, segun la 

fórmula primera de Frenet, su derivada respecto de t será e,.N por 

la derivada de s respecto de t, es decir, por v; y sustituida en la 

fórmula [1] obtenida para la aceleración, resulta esta otra, mucho 

más expresiva: 

14] Ата. 

La aceleración se compone, pues, de dos partes: una dirigida 
según la tangente tiene el módulo +” que cs la aceleración lineal; la 
otra dirigida según la normal tiene cl módulo 17.0, == u": r, y se 
llama aceleración normal. 

Si el movimiento es uniforme, v"=0, y la accleración está di- 
rigida según la normal. Si el movimiento es rectilíneo, es e, =0 y 
la aceleración tiene la misma dirección del movimiento, 
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NOTA SORRE LA GEOMETRIA VECTORIAL DE SUPERFICIES 


Expresión vectorial y recto normal. — Por annlogia con las curvas, еї 
ricamente (235) y el vector OP, que 
o f 


punto P de la superficie definidu 
ción de u, 


también designamos por P vienea expresa e, os decir, 
P(t, v); el vector de origen P ponentes son lus derivadas de s, y, 2 
respecto de w lo designamos por Pu, y nnálogamente P, 

емон del plano tangente (23 

a X Pg yol cunl es, por tanto, normal a la superficie. Si el 
río, es decir, no se anulun Ins tres componentes, es I, 7203 у 
si el punto es singular, 


Los coctiei 
lo vectorial P, 
punto ек ordin 


б) sun lus componentes dol produc- 


esto vector es nulo ө no está definido 


Superficies regladas. — Dada la curva directriz P= Ра), si sobre ella 
te apoya la recta generatriz paralela al vorsor 9 (9), сайа punto X do lu ge 
пети (o el vector corres nte de origen 0) viene expresido mediante 


los parámetros s, £ nef: 


J) +1.0: (PM =1, Фа) = 1) 


y el vector normal en cada punto ordinario: 
= U 1Q) хе о 


Viste vector РСФ, t rección fija para cuda s, inde- 
pendiente de £, si O'X Q, y XQ ties 1 dirección, es decir, si 7", Q, Q' 
хон voplanarios, o sen: si cada uno es combinación lineal de log otros, Esta €, 
pues, la condición necesaria y suficiente para que ln superficie sen desarrollable. 


Con lus notaciones (239) si se eligo la 
ponentes de Р son (a,b.1) y las de Q son (р, q, 1); luego es Pi wo, 
0,4,9) y da ción de, dependencin lineal, ө бе ser coplannrios 1%, 0, 
es ln anulación «del determinante, que da In misma condición ya ata on 
(240), о ма: ра. 

El desarrollo sistem 
ferencial de Bicberbach. 


iroctriz en el plano ғу las con 


э de la teoría puede estudiarse en la Geometría di- 


EJERCICIOS. 


1. — Demostrar, mediante la fórmula [4] de la aceleraci 
сол movimientos uniformes en sentido estricto, exto es, sin uecler 
los rectilíneos de velocidad constant 


n, que los 


п, son 


. — Expresar la intensidad y dirección de la aceleración del movimiento 
тешаг de nceleración angular constante, y su variación al tender ésta a 0. 

5. — Bseribir las ecuaciones vectoriales de las superficies elementales: 

pluno, esfera, y más en general, de todas las superfi 


de revolución. 
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248. — Campos tensoriales. Velocidad y gradiente. 

Los tensores que hemos estudiado en los capítulos anteriores, 
tienen componentes constantes y se presentan al considerar propie- 
dades de un solo punto (tensión, momento de inercia, ete.) pero 
«Таго es que al variar ese punto las componentes varían en función 
«le sus coordenadas y resulta un tensor función del punto, o breve- 
mente un compo lensorial; en particular se Пата campo vectorial, 
o campo escalar en los dos casos más sencillos, 


m dle un 08440 еп cada punto 


y la, presi 


itacional de centro O 0% vectorial; en cambio, Tos ve torts 
Funciones de ona variable t, estudiados е по forman campo vee 
И 


пох las coordenadas 02 to- 


Notación, — Desde ahora designar 
gonules con Índices superiores: a", 4%, t; y las fórmulas de rota- 
ción de ejes se escribirán así 


Pa س ا‎ фа? Вала واک‎ 


mana 
ла. 


йе... 


res pura das соогасна. 
mos como hasta aquí por «A cl сө. 


Pronto veremos la utilidad de us 
das; en cunnto a los coeficientes, design 
seno del ángulo que forma el nuevo eje z'à con el тї; mientras que designa 
remos por Ф, el coseno idel ánga el primitivo eje xt con el mue 
vo g'h, Ambos cosenos son, pot сот es; y la matriz (а) se dedu 
co de la (В) por simetría respecto й al principal, es decir, ambas 
son conjugados. 

Obsérvese que mi la matriz (a) ni la (8) son sin Ӯ Angulo 
que forman, р. ed 74 com 2; es independiente Eserî 


importantes di 


Velocidad y gradiente. — Me aquí dos ejemplos 


campo vectorial: 


1.) Si un sólido se mueve, las coordena: de cada punto son 
funciones de 1; у como los coeficientes de la Fórmula de rotación 
de ejes son constantes, se pueden derivar éstas, término a término, 
y por tanto las componentes ví y 1 de la velocidad satisfacen a la 
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misma ley lineal [1] adoptada en Lección 45 como definición de 
vector: 


Hat + ا‎ п} 


gradiente de un campo escalar (a, 2%, 7%) tiene co- 


vi mah 1 


э) 


mo componentes las derivadas из, ta, ts: y al cambiar de ejes, re 
sulta por la regla de la derivación: compuesta; 


ty ma Pi - ts BF ча, {2] 

Encontramos aquí una novedad respecto do las fórmulas do transformación 

Че tas componentes de lu velocidad; mientras aquéllas se transforman por la 
matriz (a), las componentes dol gradiento se transforman mediante la matriz 
(В) co Es claro que en coordenadas cartesianas rectangula 
ror tal в cs sólo aparente, puesto quo а! matriz conjugada de la (B) 
es precisamente la (a); y por tanto, las derivadas parciales componentes del 
mindiente se transforma como las eoordenadas, por la matriz (a); pero basta 


pasar ordenadas oblicuas para notar la diferencia esencial entre ambas 
matrices, 
Nora, — Para la Mecánica racional clásica sou suficientes las evordeno: 


Чан rectangulare m la relativista. son indispensables las coordenadas 
vurvilincas, distin; antes son las que se transfo 
пан según la matriz (a), como las coordenadas y Ins velocitudes; coordenadas 
covaciontes las que se transforman por la matriz (8), como en el ejemplo del 
gradiente, 


ti 


249. — Derivación de vectores y tensores. 

Derivación de vectores. Puesto que la derivada de un campo 
escalar es un campo torial (brevemente suele decirse que la de- 
rivada de un escalar es un vector), parece natural definir como de- 
ada de un vector al cuadro o matriz cuyas nueve componentes 
sean las derivadas «'x de las tres componentes a” del vector. Esta 
matriz tiene caracter tensorial, es decir, define una díada, supo- 
siendo coordenadas cartesianas ortogonales (*). 


Para demostrarlo, dorivemos respecto de 2", la fórmula de transformación: 

«з= al (r=1,2,3) їз) 
lvulando la derivada de cada ar respecto de ж', como suma de derivadas 
os respecto de cada ze por la derivada de ésta respecto de з", resultas 
1,2,3) Hr 


la hipótesis de coordenadas ortogonales los eooficientes б) son con- 
Jugados de los a, resulta la relación 


Хела ай, 153‏ = ار 


«1, = J atr( в, бу) = Хаа, (nx 


(*) No wontece lo mismo en cuordenadas ablicuas o eurvilineas; para lo- 
о oo predih ылоо Шеше cas plementación, tomando sal la de iodo 
covariante y In contravariante. 


CALCULO DIFERENOLAL TENSORIAL. 313 


que a pesar do su distinto aspecto equivale a la fórmula [5] (Lece, 43) en la 
hipótesis. do coordenadas ortogonales, en la cual es indiferente In colocación 
superior o inferior de cada índice; Педапдо asi n este resultad 


Si las coordenudas son cartesianas ortogonales, las derivadas 
de las componentes de un vector forman un tensor doble, Hamado 
derivada del vector. 

Condiciones necesarias y suficientes para que un campo vec- 
torial sea constante, es la anulación de su tensor derivado. Pues la 
anulación del tensor derivado equivale a la anulación de todas las 
derivadas de las tres componentes, 


Derivada de un gradiente 
Jas componer 


diente del escalar u, 
slesignaremos asi 


— Si el vector А ея el gi 
Ins derivadas parciales de u, qu 
"ат СА 

Еп tal hipótesis, supon 
los derivadas eruzadas: 


do continuas Ins 


cdas segundas, son iguales 


101 


vs deeirs el tensor der 
Generalizución, — 
forman una matriz eúbieu; y re 
tes, se vo que esta matriz obedeco a ln 
senta por tanto un tensor triple o tri 
nadas enrtesianan rectangulares, 
Fávil ejore 


derivadas de lus 9 componentes de una diada 
ulo anterior, con ligeras varian 
al de transformación y repre- 
da, siempre con la hipótesis do coorde 


n anterior para cualquier 


En coordenadas cartesianas rectangulares, las derivados parciales de un 
tensor de rango т forman otro tensor de rango т 4 1, Hamado derivado de aquél. 


Divergencia y rotor, — Estos conceptos, fundamentales en el 
cáleulo vectorial clásico, aparecen de modo muy natural y con ma. 
yor alcance en este cálculo y 
Divergencia del campo vectorial A(a!, а, а) es ol número su 
ma de las derivadas principales de las tres componentes, esio es: 


Div as [61 


ado. 


ral 


А-а + ی‎ 


Tal número es invariunte por ser el escalar «Judo por la contracción del 
tensor derivado, Si las coordenadas ss 
propiedad invariante. 

Las importantes aplicaciones de la divergencia se desarrollan en Сар. XT; 
pero es preciso dojar sentado que la divergencia es un número independiente 
de los ejes, como acabamos de probar. 

Dado un tensor doble (as) de componentes variables, se define de dos 
modos el vector divergencia. Las componentes f, ésto son las sumas 
de derivadas: 


curvilíneas, no subsiste estu 
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sumas de lus de 


1 vector divergencia xon 1а 
tensor respecto de ln variable de igual indi 
derivadas «le la 1. fila respe to 


deri 
rivadas que forman 
ce, esto es, la 1.* componente es In suma d 
y análogamente las otras. 

Derivanáo por columnas resulta a 
misma tensor 4. Por tant 

Omitimos la demostrar 
lector pueda hacer como ejercici 
ме nplieneionos: 

1 
cn enda punto. 
Si sobro cada punto de u 
constante o variable p, actún la fi 
le la tensión Т, funciones del punto, las tres еспе 
quedan resumidas en esta sola: Div. T 
2 Si ol mes 


des 


gumento otro vector divergencia del 
rico, sus dos divergencias coinciden. 
tensorial do la divergencia qu 
os limitamos a mencionar estas importan 


del tensor бе esfuerzos ex igual a la fuerza unitaria 


medio continuo deformable, de densidad 
ran ùnitaria (а, у) Tas componen 


lásiras de equilibri 


la velocidad de 
пека еп esta 
iempo t. 
Elastodinámien, vomo la nnterior lo es 
.. Para mayores ampliaciones «le Ian nociones ngoi expuestas 
mtra Introducción al Calculo tensorial, 


em Камок 
puede consultarse n 


Roto. Se define en el cáleulo vectorial clásico el rotor de 
тро vectorial 4(4", а, аз) adoptando como componentes las 
cruzadas: 


ШЕ 
diforencias de derivadas 


(aaas , AA, аз—0%) 


Estas componentes Forman un semite compo- 
nentes situadas a un lado de la diagonal en el tensor deducido det 
ón de restarle su conjugado, como 


sor, pues son 


tensor derivado por la ope 
м 1 


ción 45. 


vió en lu 
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low parámetros o coordenndas 
transformación son: 

ai= al (21,72, ma) эе pr (0, 103,003) 
vada de at respecto de 7), subsisten las fórmulas 
prende axi la ventaja de la notación 


COUKDENADAS. — Cualesquiera que senn 


to, si Лан fórmulas de 


y designamos por ај la der 
11 y [2] y todas las siguientes, Se 
adoptada рага los cosenos directores, que figuran como coeficientes constantes 
de las fórmulas de transformación, los cuales sun ahora Ins derivadas de las 
nuevas coordenadas respecto de las antiguas, o vicevoren. 

Obsérvese cuán fácilmente so opera con los Sndiees superiores e inferiores, 
como si formaran fracciones, y nótese que las fórmulas [3] y [4], mucho más 
gonerales que la [5], so nmucho más cómodas que clla. 

Los ya aumerosos tratadistas suelen comenzar por este caso general, pero 
creemos preferible el método inverso, aqui esborado, cuyo desarrollo puede estu- 
diare en nuestra уп citada Introducción. 


CAPITULO XI 


INTEGRACION DE LAS FUNCIONES DE VARIAS 
VARIABLES 


La 


свз 
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250. — Area de un recinto. 
Un método usado freeue 


temente en dibujo para enleular el 
área de un recinto, cuyo contorno estû dibujado en papel mi 
trado, consiste en contar el número s, de centímetros cuadrados con- 
tenidos completamente en el recinto; si agregamos el número 5, de 
centímetros que atraviesa el contorno, la suma S, == х, 5 5, expresa 
el área de un polígono que contiene en su interior al recinto dado, 
El área busenda está comprendida entre з, y 8, siendo el error de 
cualquiera de estos sumas menor quo dy. 

Si ahora contamos el número de mm? de la cuadrícula content: 
dos en el recinto y e «lo en la misma unidad anterior, о sea 
en em, resulta un área sa ох lo mismo con los mm? que 
atraviesa la curva, resulta un nuevo polígono de área S, == S, + б, 
contenido en el anterior, Obtenemos, pues, dos valores sa, Sy, que 
expresan el área del recinto, eon error menor que 5, 

Teóricamente puede proseguirse indefinidamente y resultan las 
sumas: 


y si hno 


fácil es ver que estas sumas convergen, es decir, el error ё, llega a 
ser tan pequeño como se quiera. Bastará probar para esto: el área 5 
do las mallas atravesadas por un arco de curva creciente (o deere- 
ciente) tiende hacia cero al tomar las dimensiones de las mallas su- 
ficientemente pequeñas sean iguales o desiguales y esto ya se ha 
visto (130), cuando el contorno está formado por dos arcos uniformes. 

El área buscada viene, pues, expresada como límite de las sumas 
E do.dy, cuando estos intervalos parciales dz, dy tienden simultá- 
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neamente hacia cero. Este límite común de 
por exceso se representa así: 


sumas por defecto y 


$ $ dz dy — lím. Y dz dy 
R 


y puesto que expresa el área „su valor coincide con la expr 


S dz $ dy — f (y, — v )dz 


es decir, esta integ 
respecto de y, despu 
ahora. 


al doble se puede e: 
s respecto de у, cor 


ular integrando primero 
ha hecho antes de 


251. — Integrales de recinto plano. 

il volumen de un cilindroide (135). es decir, del cuerpo limi- 
tado por la superficie 2 =f(z, y), el plano ху y el cilindro cuya 
base es el recinto Æ en el plano zy, habría podido caleularse tam- 
bién como límite de suma de prismas, Dividido el recinto base por 
una cuadrícula de paralelas а los ejes, cl área de cada rectángulo 
es de.dy; y multiplicada por la ordenada máxima M; до la super- 
fivio en dicho rectángulo, o por la ordenada mínima my, tenemos 
los volúmenes Mi г.у, midr.dy. entre los cuales está compron- 
dido el del prisma de igual base lo por la superficie; el vo- 
lumen buscado es, pues, el límite de las sumas: 


йт 


saa Emde.dy S= Y Mi-dr.dy п) 


cuando las dimensiones de la cuadrícula tienden hacia сего (véase 
la nota). 

El procedimiento es aplicable a cualquier función continua 
2=/(%, y) cualquiera quo sea su significado físico; si representa 
la densidad en cada punto, las sumas [1] ropresentan valores ex- 
tremos que comprenden a la masa del recinto, y ésta es el límite 
de aquellas sumas; si f(z, y) es la distancia а ип punto, eje o plano, 
resulta el momento del recinto respecto de ese punto, eje o plano, ete 


Más general: si en vez de los valores míni i 


o y máximo de 
Ја función en cada intervalo dz.dy elegimos un valor cualquiera de 
la función en el mismo, es decir, /(®, 9) siendo E, y un punto eual- 
quiera del rectángulo dz. dy, la 


2 /(5,1d5.dy 
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está comprendida entre las sumas s y 8; y como ambas tienen el 
mismo límite, también esta suma intermedia tiende al mismo. Este 
límite de todas las sumas así formadas ,se llama integral de super- 
ficic, o mejor: de recinto pluno y se designa así: 


Sile, ууда — $ $1(=,ydz.dy — lim. > f(E, ds. dy Г] 


extendida esta suma а todos los rectángulos de la cuadrícula que 
contienen puntos del recinto dado №. La notación do —dz.dy para 
ol elemento de área, se generaliza también para mallas do forma 
cualquiera 


Derinición: La integral de f(x, y) en un recinto es ol límite 
de la suma obtenida multiplicando el área de cada rectángulo 
dx.dy que contiene puntos del recinto por el valor de la función 
en un punto cualquiera del mismo, al tender u cero simultáneamen: 
te las dimensiones de todos los rectángulos. 

Se demuestra (Elem, Т. F.) que esta suma tiene el mismo limite 
cualquiera que sea el modo de tender а сего de y dy. En particular, 
si se toma constante de y se integra respecto de y, o bien inversa- 
mente, resultan dos modos de evaluar la integral doble reducióndola 
a integrales simples, como vamos a explicar. 


Primer método: $ [S/(2,y)dy] dr 


» método: f | f f(z, у) е] dy 


e y dentro del recinto It, cu- 


'aremos prácticamente en la lec- 


Si el recinto es el rectángulo: 
a<z<a , boy<v 


los límites de ambas integrales son constantes: a у a” para la 2, 
b y b para la y. 

Si el recinto tiene contorno cualquiera, pero cada paralela al 
eje y lo corta en dos puntos solamente, las ordenadas y, ¢ Y, de estus 
Адз puntos son los extremos de la primera integral simple; estos dos 
extremos son, pues, funciones de z; los extremos de la segunda in- 
tegral son los valores с у d mínimo y máximo de la x en el recinto. 
En el párrafo siguiente y en la lección próxima ponemos ejemples 
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252. — Volumen de un cilindroide. 


En la lección 


hemos exlenlado el volumen de los cilindroi- 
des, esto es, de los cuerpos limitados por una superficie 2 = f (£, y), 
el plano гу, y el cilindro cuya base es un recinto dado en este plano, 
mediante la descomposición por planos paralelos al yz; el área de 
cada sceción, a la distancia z, viene expresada por la 


no 
S f(r y)dy 
э 
debiendo limitarse entre los dos valores de y que corresponden al 
valor de æ prefijado, los enales se deducirán de la ccuación 
plr, y) =0 de la curva que sirve de base а la superficie y son, 


por tanto, funciones de æ. El producto de esta área por de repre- 
senta el volumen del cilindro elemental que tiene esta base y esta 
altura y el límite de la suma es la integral 


b na b mo 


V — fS f(x, y)dy] de — f dz § f(x, y)dy 


а эш) а мш 


debiendo interpretarse esta última notación como integra 
ducto de la segunda integral por de, a рекат de omi 

Los valores и, b son, eomo allí se indicó, las abseisas 
de los puntos de 


xtremas 


a base, 

Análogamente habríamos р p primero respecto de л 
suponiendo y fija, y limitando la integral entre los dos valores ху, з 
que corresponden а enda y, los cuales son funciones de y; la inte- 
gral así detinida es, pues, función de y, ¢ integrada respect» de y 
entre los valores extremos e y d que esta coordenada pueda tomar 
on la enrva baso, resulta una segunda expresión para el volumen: 


а м» 2 a 
V =f {S f(s, yde] dy = f dy f f(r, dz. 
2 зю a 


Si cada paralela a un eje determina en el recinto varias seg- 
mentos, la integral se compone de suma de integrales, 
general: eunlquicra que sea el siguificado de 1 

ulta esta conclusión que enun 


Para calcular el valor de ta integral doble de ина función 


integral do- 


aremos esquemáticamente: 


fiey) sobre un recinto plano, хе integra esta función respecto de 
una variable, consereando constante la nira, y después se integra 
respecto de esta seguuda variable. 
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Esmurio, — Calculemos el volumen del cuerpo lim 


do por el plano zy, 
el paraboloido 


y ol cilindro 


Esto volumen serás 

у J атзушр + 42/24) de.dy 

а de dos integrales sobro la elipse base. 

nero respecto de y entre las or 
ys que corresponden a cada 7, у resulta: 


que so descompone en 
Para caleular la pris 
denadas Y 


$ 


© sen, separando cl faetor 20/a: 


qe 
j vā ride 
>a 


Poniendo z= а sen f, so reuueo esta n 


asf sen? t cose tdt 


y pasando al arco doble, resulta: 
я 
T 


af (1— eos 4dr 


16 


luego la integral doble vale 14 таз 0, y la otra 34 каба; por consiguiente 

V = яар (a2/p + b2/9) 
1 los parámetros del paraboloide son р = a, q =b, resultas 
V = каьба + b) = baso (a +b) 


dro {шене el proyectanto de la sccción plana 2 == M, es decir: 
wt = 2ph, b2 = 2gh, resultaría 


ruh = 14 base X altura 


resultado acorde eon el ejercicio 3.7, puesto qt 


e la curva intersección es plana. 
Nora. — Algunns observaciones son necesarias para el cálculo práctico. 

® Sila curva «p(y у) =0 que sirve de base al cilindroide no es convexa 
y es cortada рог cada paralela al eje y en más de dos puntos y son 
®› < ls <l < ys las ordenadas de éstos, contadas de menor a mayor, los seg- 
mentos interiores al úrea base son y, Y, € у, va; entonces la integral que expresa 
el área de la sección vertical se compone de 


Ye n 
ST y)dy + S (n y)dy 
» Y 

y análogamente si fuesen más de dos los segmentos. 
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corrada, tal que a cada 


25 Ві un cuerpo está limitado рог una superfici 
ie no está definida por 


valor de z, y corresponden dos valores de 2, la super 
una, sino por dos funciones uniformes: 
afm) , a= Љу) 


suponiendo que esta segunda representa o casquete superior, el volumen vi 
expresado por la fórmula: 
V = раг у 112,4) — f(z, ¥)] dy 

En particular, si la superficie ез simétrica respecto del plano xy, es decir, 
si fa y fi son iguales y de signos contrarios, basta multiplicar por 2, pues las 
dos integrales son iguales de signo opuesto y al restar so duplica, Bastará, 
pues, caleular una y tal sucede, por ejemplo, en el caso del elipsoide, que fué 
TFesuclto en (135). 


253. — Arca de una superficie curva. 

Parece а primera vista admisible una definición análoga а la 
dada para la longitud de un arco como límite de los perímetros de 
las quebradas inseritas, al tender h ro todos los lados. Ocurre 
inmediatamente inscribir en la superficie dada poliedros de caras 
triangulares y hacerlas tender hacia cero mediante interenlación de 
nuevos vértices. 

Sin embargo ‚ез fácil ver que pueden resultar límites distintos 
según como se hagan tender а cero las curas del poliedro (*). Ha 
bría que poner tales restricciones а la elección de poliedro inserito. 
«ue se complicaría mucho la definición. Recordemos, por otra parte, 
«ue la longitud de un arco de curva, resulta también como límite 
de Ja suma de diferenciales ds, es decir, como suma de los trozos de 
tangente limitadas por las ordenadas sucesivas. Una definición aná- 
loga es válida para las superficies. 

Dividido el plano zy por una cuadrícula de lados paralelos a 
los ejes, cada rectángulo dy.dy determina sobre la superficie un 
cuadrilátero curvilíneo cuya proyección es dx.dy, y tomando el 
plano tangente eñ cualquiera de los puntos de ese trozo de super- 
ficie, determina con el mismo prisma proycctante do base d.dy, un 
cuadrilátero plano cuya área es: dz.dy: eos (п, z), siendo cos (п, 2) 
el tercer coseno director de la normal, que es igual al coseno del 
ángulo quo forma el plano tangente con el zy, debiendo tomarse el 
ángulo agudo, es decir, el coseno positivo, pues todas las áreas 10 son. 


(*) Hay un ejemplo clásico de Schwarz que puede verso en cualquier 
tratado. Si un cilindro circular de radio 1 y altura A во corta por planos para- 
Jelos y on cada cireunferencia ‘s0 inscribe un polígono regular do m ludos, de 
modo que se correspondan alternativamente, es decir, los vórticos de cada po- 
lígono correspondan a los puntos medios de los lados do los polígonos contiguos 
y ве une cada vórtico con los extremos do estos lados correspondientes de los 
Polígonos contiguos, el área del poliedro tiene limite variable según el modo 
«do tender а 0 sus caras. 
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El límite de la suma de todos los cuadriláteros así formados es, 
por definición, el área de la superficie y viene, por tanto, expresada 
por la integral doble: 


S— Í f dz.dy/cos nz 153) 


La ecuación del plano tangente а la superficie 2 — f (£, y) en 
el punto (а,Ь, с) es: 
#—с==&„(в®— а) + 2 (y —D). 
y los cosenos so calculan así: 


ze Zy =1 VIF FEA 


сов næ cos my сов me 1 


de donde resulta, aplicando la fórmula [4]: 
S=5 УТРУ рав dy. 


Si la ecuación viene en forma implícita F(x,y,2) —0 basta 
despojar: z's, 2”, y sustituir en la fórmula anterior. La integral es en- 
tonces la suma de dos integrales de las funciones 2, y z, correspon- 
dientes al casquete superior y al inferior. 


Nora. — Esta fórmula subsiste si en el plano zy so adoptan coordenadas 
polares, sustituyendo dx.dy por rdr.d0. En la próxima lección pondremos 
ejemplos. 

Esmurto 1.* — Area de la porción del paraboloide 

ва 40 = pe e= Vp 
limitada por el plano z = 


Basta considerar 


y resulta fácilmente 


S=" ур[(р+-Фау#—р 


sto mismo se obtieno más brevemente por una integral simple, como se 
por ser una superficie de revolución. Ponemos este ejemplo. 
dricas que mo son de revolución conducen a integrales elípticas. 


porque Ins cu 
Hawre 2% — Arca del trozo del paraboloide ===32/% -|- y2/2b limi- 
tado por el cilindro 72/42 + y2/07= 1, 
Resultado: 


Hasa 3% — El área del elipsoido de semiejen a > U > 0, después de 
complicadas transformaciones, vieno dada por la fórmula final 
9 
=» VEZ ee ў Vi кер dg + 


Ф 


ымаа کک‎ 
J уз — ко sent o 
siendo = nre. sen [Var = e/a] 


y k el cociento de Ins excentricidades de Ins dos elipses тетїйїапав do los pla- 
hos жг 0 ps 
одемо de estas integrales se hace mediante Jas tablas que van ai final. 
‚ por јетри 
а= УЗ, b= V2, е1, B= муз, 
4 = are nen VIFF = 54° ФУ. 
ntegral de primera y segunda especie 
V3/2 y en ella, los valores que da la 
tubla para q = 54°45’ son respectivamente 1,078 y 0,820. 
Resulin, por lo tantos 
S=2r(1 + 1,672 4 1,078) =7,50% 
Ejcroicio. — Suponiendo el clipsoide de revolución, a = b, reducir la fór- 
mum a la expresión más sencilla y deducir ésta directamente, 


Me 
en la colunma а = 60° puesto que sen 60% 


pues, los valores do la 


е común so reduce a pro- 


bar que la diferencia entro ambas о sen: 
SM .dr.dy— Sm, de. ХОМ, mi) dr.dy 1з} 
verse tan pequeña como se quiera eligiendo la enndrjenla suficiente 
o densa. 
Supongamos que la baso sea un rectángulo. Si suponemos 
formemexte continua, es deci dado enslquier número positivo ¢ se m 
In шиша soficientemiente densa para que en сада malla Ja o 
ción sea M, — m, < e, resulta. 
5, = < ES drdy =e 


о -t cl árca del rectángulo. Пе aquí, pues, un 1 
cuando sé tora s о S, como valor del volumen, 


INTEGRALES DOBLES 323 


Más general: ві en vez do prismoido es un cilindroido cuya base es un re- 
cinto E del plano sy, по hay inconveniente en suponer como baso todo el rectán- 
gulo que lo contiene, asignando а In función el valor cero en los puntos exte- 
riores al recinto. A pesar do la discontinuidad que así se introduce еп el con- 
torno, las sumas s, y S, convergen también, En efecto, la diferencia viene 
dada рог la expresión [3]; esa suma debe extenderse а todo el rectángulo, el 
cual ha quedado descompuesto en tres partes: 

Mallas interiores al recinto К; 
Mallas exteriores 
Mallas que contienen al contorno (formado por dos arcos uniformes). 
Para las primeras, la expresión [3] puedo hacerse tan pequeña como se 
quiera según arriba во hw visto, por la continuidad do la función del recinto.” 
Las segundas son nulas por ser m, = М, = 0, Las terceras tienen un área 5 
que puede hacerse (130) menor que cualquier número positivo; y como en 
«Ман ев m, =0, si Мататов М al maximo absoluto до la función, resulta para 
estas mallas ntravesudas por el contorno 


XM, dz.dy < MY dz.dy = MS 
también tiendo hacia cero, (Para el сако general, v. 7. Po). 


INTEGRALES JIMPROFIAS, — En la lección 37 hemos advertido quo las inte- 
grales en intervalo infinito no pueden someterse a las mismas transformaciónca 
que las de intervalo finito, sin especiales condiciones de la función integrando. 
Sin poder desarrollar ln teoria general, limitémonos a dur ема regla práctica: 

(Чан lus transformaciones son legítimas, como en el caso de intervalo finito 
«1 integrando para z-s оя infinitésimo de orden exponencial o de orden 
superior. 


INTEGRAL DE GAUSS. — Como aplicación de ln permutación de variablon, 
enlenlemos ol valor de lu integral Mamada de Poisson, de Laplaco, o de Gauss 
pS 
A= fe dz 
Para ello ofectuemos ln siguiente permutación do integraciones: 
o —y o asy e) 
So y вус dr = f dr fe ГАЛ 


La integral en 2 del primer miembro vale А/у; luego el integrando en y 
es Лезе dy; el primer miembro vale, por consiguiente 

La integral en y del 2% miembro vale 1: 2(1 4-22), luego el valor del 
miembro es 7/4. Resultado: 


EJERCICIOS 


1.* — Calcular el volumen limitado por el paraboloide p. = 
ay y los dos planos =a, y =b. 


Solución: Р =0*b2/4p = Y4-base por altura. 


2,» — Volumen limitado por el mismo paraboloide, el plano ay y los pares 
de planos х= a, z= 4; y =b, y =B. к ш 


Solución: V= (4? —02)(B:—0*): 4p 


Do otro modo: producto de la baso por «1 promedio de lus cuntro ordeni- 
das en los cuatro vértices. 


3,5 — Volumen limitado por el paraboloi 
2: y 
سء‎ 
2p 24 
y un plano horizontal. Solución: 36 base X altura. 


y, el plano 
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254. — Integrales triples. 
El concepto de integral múltiple se establece sin dificultad, 
una vez ostudiadas ya las integrales dobles. 
La definición de la integral triple de una función f(z, y, 2) de- 
finida en un recinto R, limitado por una superficie cerrada, es ésta: 


S $ Sf(7,y,2)dz.dy.de == lim. E f (Ẹ, n, U)dz.dy.dz 
R 


es docir, análoga a la de las integrales dobles: es el límite de la 
suma de los productos obtenidos multiplicando el volumen de cada 
paralelepipedo elemental por el valor de la función en un punto cual- 
quiera del mismo. 

Que ese límite existe si la función es continua y que os inde- 
pendiente del modo de euadricular el espacio, es cuestión que puede 
verse demostrada en cualquier tratado de Análisis matemático, así 
сото también que ese valor es el mismo que se obtiene por inte 
graciones sucesivas, es decir: 


J dz уду f f(z, y, 2)dz. 


Esto debe interpretarse asf: fijados z e y, es decir, trazada una 
ordenada paralela al eje z, intercepta en ella un cierto segmento el 
cuerpo dado, y el límite de la suma parcial correspondiente a la 
pila de paralelepîpedos de base dz.dy viene dado por la integral 
respecto de z; los límites son las ordenadas extremas де la super 
ficie de contorno correspondientes al par (х,у) es decir, son des 
funciones: 2, (z, y), za(z, y). (Figura 2" de párrafo 253). 

Resulta así do la primera integración una función de x, y; in- 
tegrada respecto de y, los límites y, у. son los valores extremos que 
corresponden a la abscisa x, es decir, funciones de z; la última inte- 
gración entre a y b da el valor numérico de la integral triple. 

El significado de la integral triple depende de la función 
102,0, =). Si ésta se reduce а la unidad resulta ol volumen del re- 
cinto R. Si es la densidad en cada punto, resulta la masa; si f(x, y, 2) 
es la distancia a un plano, la integral triple es el momento respecto 
de ese plano, ete. 
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Езкмтїө. — Caleulemos f f fzdz.dy.de sobre el octante de osfora de 
centro 0 y radio R limitado por el triedro de los semiejes positivos. 
La reduciremos а tres integrales simples, por ejemplo, en este orden: In- 


tegrando respoeto de с resulta 36:2, y limitando entro O y У EY —22—yl ro- 
sulta 44 (FF — a2 — уз) ; integrando respecto de y resulta: 
1 VESA 
му алу (82 — 


1 
=й} Фу ЖИ Ез — 22) — 5% (Ma — 23) 


у haciendo el cambio de variablo z= X sen q, se transforma esta integral en 


cuyo valor so obtiene pasando al arco doble y después al cuúdruplo; tomando 
el resultado de la tabla de integrales, resulta 37/16, luego la integral triplo 
que representa cl momento del vetante respecto dol plano yz, valo 24/16, Мав 
emos en (200). 


ventajosns son las coordenadas exfóricas, como v 


255. — Concepto general de integral múltiple. 
En la definición de integral doble hemos supuesto, para mayor 
sencillez, que el recinto D se en una red de rectángulos por 
paralelas a ambos ejes, pero igualmente puede adoptarse cualquier 
otra división en mallas de forma arbitraria, con la sóla condición 
de que su diámetro tienda a cero, entendiendo por diámetro de un 
recinto la máxima de las distancias entre cada par de sus puntos. 
La demostración de la existencia del límite de las sumas s y S por 
defecto y por exceso subsiste, y también la independencia del límite 


respecto del sistema de mallas adoptado. 


Es preferible, por tanto, la notación más general: 
$/(z,y)do y análogamente f f(z, y, z)dt 


representado por de el elemento de área y por dr el elemento de 
volumen, siendo por definición 


J f(x,y)do —lím. E f(x, y)do 


y análogamente para tres dimensiones. 
Esta notación vale para toda clase de coordenadas planas mien- 
tras que la notación (250) vale solamente para cartesianas. 
7 Más general es la notación ff/(P)do, designando por Р un 
punto variable en un recinto de cualquier número de dimensiones, 
у de un elemento del mismo. 
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Lar notación de Leibn чиї hemos seguido, у que 
resulta en las i 


puede induci: 


га trans, 
integral 
iables. 


ая de la 


vesultará una expresión sin sentido. 
so en la figura que el enudrudo de lado 1 en el plano 7y se trans- 

1 en el pl ol prá- 
remos cómo se efertún el 


o чи, com sentido opuesto. 
esto y expli 


А 
| Зы... 
Í are 
Protas, — Puesto que la integral múltiple, como la sim- 


monótonas convergentes, las 
demostraciones dadas en (130) son aplicables para demostrar: 
a) ОРУ es suma de varias funciones del mismo punto, la in- 
tegral de [(P) es la suma de {ах integrales de éstas, sobre el mismo 
dominio. 
b) Sila función se multiplica por un número, su integral que- 
da también multiplicada por él. 
Es, por tanto, legítimo, хае 
nte o independiente de P; p 
ración, si el factor depende de Р. 
e) Ni f(P) < g(P) la integral de la 1% es = que la integral 
de la 2. sobre el mismo recinto, Si son continuas, queda excluido el 
caso de igualdad. 
d) Si f(P) es continua en el dominio D, de área a, su integral 


ple, está definida por dos sucesion 


fuera del signo todo cocficiente 
ro по se puede efectuar tal ope- 


const 


es igual al producto de a por un valor de f(P) intermedio entre el 
minimo y el máximo. 
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Cambio de variables en las integrales múltiples. 
enire los planos cartes y Сен) se establece una 
pondencia punto a punto ES 


csm ужун, г) 


cada recinto se transforma e a obtener la rela 


otro, y уату 


ción entre sus áreas, 


0 


El агей del recinto D puede obtenerse como límite de la suma 
de triángulos euyos lados tienden a cero: y el área de D' « 
mite de la suma de las áreas de los triángulos formados por los pun 
tos homólogos, (Sin querer decir con esto que los Iad 
transformen en los del otro por las fórmulas [1]). 
Suponiendo continuas las derivadas de r, y (y por tanto su 


mo li- 


i de uno se 


jncobiano) vamos a demostrar que la razón de áreas de los recintos 
homólogos es ésta: 

Dl Y) 
121 Ас -2 

әби, e) 


cobiano, y debiendo 10- 


punto interior. Al 


o brevemente: Ao = J.Ao”, llamando J a 
marse el valor de este ано en un 


tender a 0 los recintos resulta: el jacobiano en cada punto es el 
punto. 


coeficiente de dilatación arcolar en es 


El área del recinto D puede caleul: 
de triángulos contenidas en él, y viene expresada así 


13) = р fdz .dy=f f 


о brevemente: 


S dom [Ide 


fórmula completamente análoga a la de las integrales simp! 
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Si en vez del área se tiene una integral doble cualquiera: 
J f(x, у) о = lim E/(x, y) 46 
y se efectún la sustitución de variables resulta la fórmula general: 


1 sienas = sian 222 aw 
D Г Du v) 


«ue expresa la integral en el domi 
bre el dominio homólogo 7”. 


Análoga fórmula es aplicable а tods 


о D mediante otra integral so- 


las integrales múltiples. 


Eurer, — Sen el momento polar de inercia del dominio D expresado en 
coordenadas cartesianas y en polares por las integrales: 


$50 +ynard  55r.rdrdo 


зїн 25 fórmula se puedo establecer directamente, o bien deducirla de la 1.* por 
cambia de variables, introduciendo como factor el jacobiano, que во спеша asf: 


a=r esw сово — rsen w 


=, sen w sonw r cosw 


En el ejemplo de (255) el jucobinno valo — 2, indicando el signo que los 
elementos de firen homólogos tienen sentidos opuestos; como se observa en la fi 
кита comparando los sentidos de los contornos homólogos. 

Demostración, — Las áreas de los triángulos homólogos son respectiva: 
mente: 


pero la fórmula del incremento finito permite escri 
nante asi: 


el primer determi- 


| зт да eat УА Уедо |: 
ЕРТ ! 

Сыни cada derivada debe tomarse en un punto intermedio distinto, con 
viene wnificarlas, tomando todas en un mismo punto (uv) del triángulo; y 
si las derivadas son uniformemente continuas, se Jogrará, tomando los lados de 
todos los triángulos menores que un número 2 suficientemente pequeño, que las 
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ieran de sus valos en el punto 
¡unta tiene un error menor 
del tipo KT ĉe; luego si de- 
йо mv del triángulo, la fór- 


derivadas que figuran en este determinante di 
(u,v) menos de e; luego cada elemento del dete 


que Zel, y el error del determinante tiene un: 


signamos por Au, ...., las derivadas en esc pu 
mula anterior expresa Ag con error < kl 3e. 
te determinante se puede descomponer en producto (*) asi: 


el primer factor es el jarobinno J del par (24) respecto del par (и, в), luego 
1да — 7. Ao’ | < Ме; y suponiendo que los triángulos de D’ se eligen par- 
tiendo por su diagonal los cuadrados del reticulado cartesiano, es Ao’ = М (9; 
por tanto, dividiendo por Ao’ la aectución anterior, resulta Ao/Ao’ =>) 
para Тэ. 

Adomás; УАв y EJ. Да" difieren eu menos de ХИ 5 Ke. área de 0; 
luego tienen el mismo Nimite, quedando demostrada [3], y por el teorema det 
valor medio (255, Фу resulta [2]. 

Esta fórmula [2] es complet 
ble en la rectas 


а conocida 


nte análoga а la io do 


Finalmen 
tución 


+ si С) |< M multiplicando por f y sumando, resulta la 


|N/ Aa —X/ . I <A’ | < Mke . úrea de D' 


а demostrada [41. 


luego ambas suman tienen el mismo mit 


EJERCICIOS 
1. — Conocido el volumen de ln esfera de radio 1, probur inmediatamente 
que el del elipsoide de semiejes a, B, ¢ se deduse multiplicándolo por ab a 

2, — Se Патан coordenadas parabólicas de un punto P respecta del босо О, 
а los parámetros de law dos parábolas де foco O y eje z, que pain por P. 
Calcular el jacobiano de esta transformación de coordenadas. 


(°) Rasta recordar ln fórmula de multiplicación de dos determinantes; 


La o һа ева аты 
apt bag | 


а bs Pod 


que se comprucba fácilmente 
de cuatro determinantes. 


їз más que descomponer este último en suma 
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257. — Determinación de la tangente. 

Aunque este problema corresponde a los primeros capítulos, 
conviene agruparlo con el de la cuadratura siendo una simple apli- 
cación del cambio de variables. En coordenadas cartesianas, la tg т 
del ángulo que forma la tangente а la curva ғ = f(t) con el radio 
vector, cuya pendiente es k == y/z, viene dada así: 


y—k 2.dy —y.dz 
1+ky  z.de+y.dy 
pero las fórmulas de cambio de coordenadas son: 
amr.cost 7. demcost.dr—r.sent.dt 
y=risent .. dy = sen t.dr -4+ r.cost.dt 
y la expresión anterior se reduce a r.dt/dr. Tomando el recíproco 
y llamando +” a la derivada del radio vector respecto del argumen- 
to t, resulta la fórmula - 
etgt= r/r ` 


Es decir: resulta la derivada logarítmica, mientras que la ex- 
presión análoga en cartesianas sería la derivada ordinaria. En los 
máximos y mínimos de r, es 7 = 0 y la tangente perpendicular al 
radio. 


258. — Cuadratura de recintos planos. 


Para calcular el área limitada por la curva r— f(t) y los ra- 


о 


dios de argumentos f, t,, dividamos el ángulo que éstos comprenden 
por radios intermedios cualesquiera. El área limitada por cada dos 
radios consecutivos que forman ángulo At está comprendida entre 
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los sectores circulares cuyos radios son el máximo M, у el míni- 
mo my de los valores de r en ol intervalo Af, puesto que el sector 
curvilíneo está contenido en uno de estos sectores cireulares y con- 
tiene al otro, y como la función es continua, también será igual al 
mo ángulo y radio intermedio f(E), 
rendido en el intervalo Af. Por tan- 


área de un sector cireular del 
siendo E un cierto ángulo ео 


to, el área tiene por expresión : 
fa (E)? Mt р) dt — Y f r° dt. 
Nora. — Las sumas de estas йгсая do los sectores circulares máximos y 
mínimos: 
E 4 mar m 
difieren on 
5—0 = ¥ ХМ, — m) (М, + m4) At < ME(M, — m )At 


si llamamos M al mayor de todos los valores de r en el i 


5 = lím. E 


S=3 4 Мем * 


егуа1о total, puesto que 
Mi + m, < 2M 


y como lu función es uniformemento continua, es decir, so puedo hacor que to- 
das las oscilaciones M, —m, sean monores que un número prefijado з, cligiendo 
todos los At suficientemente pequeños, resulta: 


8 —а< Mos У At = Ms(t, — t) [21 


ев decir, el error o diferencia entro ambas expresiones aproximadas 5 y э puo- 
de hacerso tan pequeño como se quiera, 

En esta fórmula so tiene un limite del error, еа decir, unn medida del gra- 
do de aproximación. 


Espiral de Arquimodes: r = at. 
El área comprendida desde el rayo origen ¢ = 0 hasta cl rayo de argumen- 
to f, es: 


t „ 
8 = М у and= af 1d =%o2t3/3 
° ° 


о también 8 =туз/ба. 
El área limitada por la primera espira vale S= 4/3 x3 аз 
жо» ” » n Segunda „ 8 = 28/3 за? 
es decir, veces la primera. El área de la tercera espiral vale 10 veces; eto. 
Espiral logarítmica т = k emt = k at. 
En particular, para la espiral r = ef, ol área limitada por dos radios са el 
producto do su semisuma por su semidiferencia. 
Nótese que si fı — i > 2r resulta el área superpuesta а sí misma. Al ten- 
der t, hacia — со resulta Ит. S = r3,/4m. 
Esta es el úrea de las infinitas espiras que tienden hacia el origen. 


Езккстстоя: 
1. — Calcular el área de la cardioido de r= а(1 + cost). 
Solución: S= %4 3ra? (seis círculos do diámetro а). 
2. — Calcular el área do la lemniscata: ға Усов 2t. 
Solución: 8 = aî. 
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259. — Medias cuadráticas. 

De igual modo que el promedio de n números se generaliza 
para infinitos mediante la expresión cartesiana del área (131), el 
promedio de cuadrados (importante en teoría de errores) se inter- 
preta en coordenadas polares. 

Puesto que la expresión del 

28 — f r° di —lím. E f(E)? At 

si los radios se toman equidistantes, es decir, si el intervalo t, — to 
se divide en л partes iguales: A? = (f, — fo) : n, la suma anterior 
es el producto de la longitud t,—/, del intervalo por la fracción 
(X /(8))%: п que es la media aritmética de los cuadrados de los ra- 
«lios elegidos arbitrariamente en cada intervalo, y la raíz cuadrada 
de su límite se llama media cuadrática de la función f(t), Por tan- 
to: Mamando pe a la media ca 


1 t 
-5y [irau [з] 


wa en coordenadas polares ез 


es decir: la media cuadrática de una función es la raíz del cociente 
de la integral de su cuadrado por el intervalo. 

Gráficamente se determinará, pues, fácilmente la media cua- 
drática de cualquier función, representándola en coordenadas pola- 
res, y midiendo con un planímetro o gráficamente el área del sector 
obtenido. Su duplo, dividido por el ángulo o intervalo, es el cuadra- 
do del valor medio cuadrático en el intervalo considerado. 


EJEMFLO 1. — En Electrotócnien, sobro todo, tiene interés enpital la do- 
terminación de la media cuadrática de las intensidades de una corriente en toda 
una onda; su valor so llama también valor eficaz do la corriente. 

Sea, р. ej, ln corriento alterna dada por esta tabla (Rose): 

tr =0 0001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 
t=5 s 12 7 o 6 —82 —3 5 


Dibujada la gráfica polar tomando t como ángulo, con unidad adocuada 
(р. ej. 20° = 0,0014) y para i un em. por unidad, el área de la gráfica resulta 
ser 67,7 cm2 y como el intervalo medido en radios valo 160° = 2,79, resulta: 


El cociente del valor eficaz por el valor máximo se llama eficacia. 


зьмі 2. — La potencia luminosa de una lámpara de arco varía según 
ln wmelinación del rayo respecto do la horizontal, es decir, es función de la 
coordenada « pero по depende de A. Basta, pues, construir la gráfica polar 
do la potencia en su plano vertical y hacerla girar alrededor do la vortical 
tener la superficie de revolución que representa la potencia en cualquier dirección, 
mediante el radio vector correspondiente. 
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Constrúyase, р. cj, el diagrama polar con los datos siguientes (Rose), Па 
mando q а la latitud 
—p=8 10° 0 3o 40° O GO т 80% 90% 
potencia on buji 
1000 1470 1500 1720 1200 960 500 720 000 480. 
Siendo In iluminación que recibe una superficie el producto de ésta por la 
potencia, si trazamos una superficie esférica de radio y con centro en la lám- 


para, cada clemento superficial de rocibo una iluminación P.da y la ilumina: 
п total es: 
r 
Раа=?кт{ Рас 141 
“т 


otectuando la integración por топаз esfóricas. 
El cálculo práctico puedo hacerse reduciendo la gráfica polar a cartesiana 
es decir; dibujada uma somicireunferencia de contro O en la lámpara, limitada 
por el diámetro vertical, los puntos que en ella determinan los radios vectores 
so proyectan sobro dicho diámotro (o sobre una paralela) y so levan como or- 
donadas los valores 7" dados. El área de la curva así obtenida es 
+r 
= J pas. 
La altura media Р, do esta eurva resulta de di esta árca por la baro 2r, 
y еме valor medio P, se Mama potencia luminosa media, es decir: 
+r 
зеру Par 
=r 
Unn lámpara colocada en et punto, cuya potencia fuera Р, €n vodas 
dirceciones, proycctaría sobre la superficio esférica do radio r una iluminación 


igual a 


der. Ру ФР, 


oxprosión idéntica a 1а iluminación total [4] recibida do la lámpara estudiada. 
te método, quo nada nuovo contiene respecto del modo de calcular valo- 
res medios (131), suele llamarse ampulosumente diagrama de Rousseau. 


EJERCICIOS 


1. — Cnleúlense los valores medio (131) y eficaz de uaa función sinusoidal 
sont en media onda. 
Bolución: 


Valor medio = 2/x = 0,63663 
Valor ofieaz =1/ V2 = 0,7071 
Los mismos resultan para el coseno. 
2. — Caleúleso el valor eficaz de unn onda general alterna, са docir, la me- 
dia cuadrática do una función periódica. 
у = а, cos t -4 b, sont - а, сов 2t + b, sen 2t + 
еп el intervalo o período 2r. 


Solución: 


ү. + а„ совт + bn sen nt 


V h(a Ebt а F b + аз, FB) 
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260. — Coordenadas esféricas. 

No siempre son las coordenadas cartesianas las más adecuadas 
рага el cáleulo de áreas y volúmenes, Para los cuerpos redondos son 
más naturales las coordenadas polares, también llamadas esféricas 
y las semipolares o cilíndricas. 

Dado un triedro туг todo punto del espacio está determinado 
dando: su distancia al origen o radio vector r; el ángulo ф que éste 
forma con el plano zy; el ángulo A que el plano vertical rz forma 
con sz. 

Por analogía con las coordenadas geográficas, a los números 
r, q, A los llamaremos brevemente: radio, latitud y longitud. A veces 
se utiliza el complemento @ de q, llamado colatitud. 


Las coordenadas cartesianas del punto so obtienen fácilmento 
observando que la proyección de r sobre el plano ту es r cos p; y sus 
dos proyecciones sobre los ejes z, y resultan multiplicando por cos A 
y sen А: 

tm г.совар.созА — ymr.cosp.senk z= r.sen o 


de donde se despeja, recíprocamente: 


rm VF Fy te; tgh=y/x; snp— 


мету 
Con el sistema de coordenadas polares el espacio queda dividido 
del modo siguiente: los valores sucesivos de > dan esferas еопебп- 


tricas de centro O; los valores de А dan planos тегійізлоз que pa- 
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san por el eje 2; los valores de Ф (o de 0) dan conos de revolución 
de ejo 2. 

Si do las coordenadas r, q, % pasamos a las 7 Hdr, p + dq, 
A- Ф, las tres superficies que determinan cada uno de estos dos 
puntos limitan un cuerpo análogo al paralelepípedo de las coorde- 
nadas cartesianas, Las aristas (que son curvas) en el punto r, p, A 
son: 


AB = ar (rectilínea) 
АС = ғ.а ulo de radio r) 
AD=r.cosq.dk — teíreulo de radio r.cos«p). 


Considerado 
ximadamente 


no paralelepípedo, su volumen viene dado apro 
amo produeto de estas tres longitudes, es decir: 


1° cos p.dr. do. de. 16) 


Ei voiumen de un cuerpo cualquiera ез el límite de la suma 
de todos los elementos contenidos en él, al tender a 0 sus dimensio- 
nes y resulta la fórmula práctica: 

Vef f Sr?.cosp. dr.dp.dh. [7] 
que se resolverá por tres integraciones sucesivas, de igual modo que 
hacíamos con las coordenadas cartesianas. Si se trata de calcular la 
masa, siendo ò la densidad variable, función de r, Ф, А resulta: 


Masa = f $ fS ғә, соз ф. dr.do.dh. 


Nora. — Con la deducción anterior, corriente en los libros clásicos, 
la duda de si el error cometido en la determinación del elemento do y 
influye on cl resultado final, Demostromos que el volumen calculado vs exacto, 
anticipando la aplicación del teorema de Guldin que será demostrado en la lec- 
ción siguiente. 

Puesto que el cuerpo А FCD A' В'С' 0" es de revolución, basta multipli- 
car ol área А BD C =r барай (7, en el radio medio) por el arco doserito por 
su centro do gravedad euyo valor es: r,.cosq-dh, Mamando ту, «qa las coordo- 
nadas do dicho centro de gravedad. El volumen viene dado, pues, exactamente 
por la fórmula: 


Fı actos pd т. dp. dA 


y como т, ту son números comprendidos entro r y r -+ dr, su producto es: F1 fa 
siendo E otro número también comprendido entro ambos, 

En definitiva: el volumen viene dado por eì producto de dr.dq.dh por el 
valor que toma la función ržeosę en un punto del cuerpo A BOD 4 D O D'. 
Según la definición de integral, el límite de la suma de estos elementos exactos 
do volumen viono expresado por la integral [7] anteriormente deducida. 

Quienes han estudiado (256) poscen ya la demostración miás clegante; pues 
el fector r=cos«p que aparece bajo el signo integral, no es sino el valor nb- 
soluto del jacobiano de la transformución, como se ve desarrollando el deter 
minante, : 

Obtenga asimismo, como ejere 


la fórmula de rectificación: 


de = drt ra. dy? bro. cost dae 
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261. — Coordenadas cilíndricas. 

Cada punto viene determinado por los elementos siguientes: 
las coordenadas polares (r, A) de su proyección horizontal, más la 
altura z sobre el plano zy. 

Las coordenadas cartesianas se deducen inmediatamente: 


=r cosà y Y=FSMA , гш. 

El elemento de volumen se caleula así: el área del trapecio circu- 
lar de radios r, r-+ dr y ángulos û, 4¥ dh es exactamente: dr por 
el radio medio ғ. es decir: 


Area =—=r.dr.dh. 


Y 


El volumen del епегро prismático limitado por el par de planos, A, 
2-+ dû, por el par de planos 2,2 -+ dz у por Jos cilindros r,r -+ dr 
ев exactamente: r.dr.dk.dz, y por tanto el volumen de un cuerpo 
cualquiera viene expresado por la fórmula: 


V=5 f у.а... [8] 


soluto del jucobiano de la transformaci 
Dedúzcase la fórmula de rectificación de = 


262. — Cubicación y cuadratura de cuerpos redondos. 

Supongamos un arco de eurva en el plano zy, definido por la 
ecuación y — f (£), y caleulemos el volumen: del cuerpo redondo en- 
gendrado por el trapezoide que determina con el eje z, al girar en 
torno del eje y. 

Si la curva generatriz está determinada en el intervalo (а,Ь) y 
lo dividimos en intervalos, considerando las superficies cilíndricas 
ff, =r, .... éstas cortan a la superficie de revolución según 
cireunferencias, y el volumen buscado aparece como límite de la 
suma de los cilindros anulares (tubos) de radios sucesivos 
Tp Fa Ta Ш 


а 4- r2. dat + det 
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La base de cada uno dı 
mando r а la semisum 
tomarse como altur 
cada inter 
ùl volumen del cilindro anula: 
nada fir) que correspende a di 


estos anillos tiene el árca: 2r Ar, Па- 
de ambos radios o radio medio; pudiendo 
de cada cilindro una ordenada cualquiera en 


alo, 


que tiene como altura la orde- 
о punto res: Drrf (MAr 
de la suma de estos elementos, por la definición de integra 


V 2r J r [(r)dr 2r f xy da 19] 


si llamamos гу а las coordenad 
según la й 

Nora: Dircetamento se lle a fórmula sin la deducción 
anterior, aplicando la fórmula [8] del volumen de coordenadas ci- 
líndricas: integrando sucesivamento respecto de A, 2, т. 


cartesianas en el plano meridiano 


апга. 


ОГ айах 6 * 


Más general: d 
rrada, el radio variará entre dos valores a, b y para cada valor de r 
resulta un segmento de ordenada f(r) interecptado por el recinto. 
La fórmula del volumen es general, o sea: 


«lo un recinto plano limitado por una eurva ce- 


» » 
V = 2r fr f(r)dr — 9+ fr (y, dar. 


Si lo que se desea calcular es un segmento de volumen limitado 
por dos planos paralelos, la integral 


b 
э f2y.de 


no dará el volumen buscado sino el engendrado por a ABD; и él 
se puede agregar el cilindro та? f(a) para llenar el vacío central, y 
después restarle cl cilindro =b*f(b) en que se apoya el cuerpo dado. 
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Su volumen, en definitiva, es: 


Væ 2 Jay ada жа? f(a) — zb f(D). 


Eseurio 1: Volumen de la bóveda de Viviani. — So Mama así а la parte 
de superficie esférica limitada por el cilindro cuyo diámetro cs un radio de ella. 
En coordenadas cilíndricas: 


F=f f frdrdrde 


уутаа VEZ 


./2 1/2 

зу = 28р sona. йу + 2R9 da 
° ° 

а= —4/5 Ra + w Ба = Tr — 4/3). 


Veamos un ejemplo de la simplifi- 
cación que en el cálculo de áreas de su- 
perficies introduce ol uso de coordena: 
das polares del plano zy on la fórmu- 
ln (253). 

Arca de ia ооесаа de Viviani. — Puesto que la normal a la 
' ез el radio, el coseno del ángulo que forma con cl ejo 4 ев 


aero E 
suporficio osfór 
8/1; mego: 


S= RS fdz dy, 

y ен coordenadas polares: 

s 

fijando 2 e integrando respecto do r, resulta 
A el radio r oscila entre 0 y F.eos2, luego: 


integrando respecto de 2 entre 0 y =/2 para obtener la mitad de la bóveda: 
J R.d}, — f Е зеп). = ROA — 1) 
La superficie de la bóveda en: 8 = Пее — 2). 

éste cl problema florentino, o de Viviani, discípulo de Galileo, que se 
uso trazar en la superficie ехган ventana cuadrable, 
Nora. — Si Imbióramos tomado la integral entre — я/2, 1/2 como el cos) 
so anula en ambos extremos habría resultado la fórmula errónea; S= Хак. 
La eausa es que no debe integrarse sen û, sino su valor absoluto. 


Езкмттю 3: Como aplicación importante calculemos el volumen del cuerpo 
engendrado por la curvas z= ea? y limitado por el cilindro ғ 
ж. > a jo 
wf rere er, (re) = gerê] =a (100) 

° ° la 
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Si consideramos ahora el cuerpo limitado por la superficie indefinida con 

ol plano лу, so Hama volumen del mismo al límite del volumen limitado cuando 
infinitamente; el límite de eas es 0 y queda solamente ж. 

Esto límite so expresa más brevemente 


el radio а сг 


AR escribiendo asî: f cuyo significado по ев 
° 


a 
otro sino este: Mm.f 
ao 0 


Eu definitivo, podemos escribir: 


lim. rf raor? dr 
а-о 0 


ry тет 
0 


Cálculo de la integral de бана 

Esto rosultado tiene aplicación en el cálculo de la integral de Poisson o 
Gauss, fundamental en la teoria de los errores. 

En afecto, pongamos 


alce 


y formomos la integral doblo sobro el cuadrado do lado On: 


бечо ds. for ч 


у Sera dedy 


Pasando al mite para a+ ао y Mamando 1 а la integral do la exponencial 
do 0 а оо, о son Z= lim. Zu, resulta quo el volumen del cuerpo do revolución 
ames calculado en coordenadas polares, y спуо valor es ту ex igual n 47%, Juego 
1= % Vr, es decir: 


ут 


Ses dz 
4 


Cuadratura de superficies redondas, — Awnque In fórmula (254) он ge 
moral, conviene considerar la superficie como límite de кина de los anillos 
tronco:cónicos engendrados por los elementos ds de tangente; y si la generatriz 
está en el plano zz, resulta: 


8= Ife de Bx fe VÄHE. de 110) 
marla con (253), demuéstreso esta regla práctica: 
102), la ecuación de la superficie engen- 
Дт), siendo r= уа TF. 
(т) 1а formula 
ráctica, 


Para ri 
Dada en el plano тз la curca 
drada ol war en torno del eje т, es 


Aplica а esta ècunek 3), resulta la nueva fór 


mula [10], mucho más sencilla y 


EJERCICIOS 

mita la bóveda de Viviani. 
las esféricas, es р =A y la fór 
екта] eliptica de parámotro 


1. — Rectificar la curva que 


(Demuésircso que la ecuación en coord 
mula dada en (260) conduce fácilmen 
1V8) 

2. — Calcular el volumen del toro en coordenadas cilíndricas. 
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263. — Momentos de líneas, superficies y cuerpos. 

El concepto de momento definido en (147) se generaliza fáril. 
mente, Dada una línea, superficie o cuerpo material, dotada de den 
sidad ð, constante o variable (*), puede considerarse como límite de 
una suma de masas rectilíneas, rectangulares, o paralelepípedos, res 
pectivamente. Caleulada la suma de momentos de estas masas 
componentes respecto de un centro, eje o plano, su límite se Пата 
rpo material respecto de este 

mero o 


momento de la eurva, superficie o cu 
centro, eje о plano, y según sean aquellos momentos de pi 
segundo orden, es decir, según que cada masa esté multiplicada por 
la distancia o por el cuadrado de la distancia al centro, eje o plano, 
así resultará el momento de primero o segundo orden (estático o de 
inercia) de la masa curvilínea considerada. 

En particular, si el cuerpo es homogéneo ,es decir, su densidad 
constante, las masas son proporcionales a las longitudes, áreas o vo- 
lúmenes, y se pueden sustituir por éstas, resultando así momentos 
geométricos, esto es, sumas de productos de las longitudes, áreas y 
volúmenes componentes por sus «listancias o cuadrados de distancias 
al centro, eje o plano. Una vez caleulados estos momentos geométri- 
cos bastará multiplicar por la densidad. para tener el momento me- 
cánico, 

Si consideramos un elemento de arco ds, es decir, un trozo de 
tangente que suponemos tiene su punto medio de contacto, y es г 
la abscisa de este punto de contacto, el producto x.ds es el momen- 
to de езе segmento respecto del plano yz. El límite de la suma de 
momentos, o sea el momento del arco AB es, pues, la integrai: 

б M. = f 5. de 
y análogamente 
My— fy.ds M.—=$52.ds. 


Si el arco tiene densidad variable 5, 
las fórmulas son: 
M.—$55.2ds; 
M, = f ò.yds; 
M. — f ò. zds. 
de densidad vóase la nota de párrafo (266). 
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Análogamente: el momento de un elemento de .dy = do de área 
plana respecto de su plano es nulo; respecto de los planos уз, xz, 
vienen expresados por las integra 


M, == ў$.с.Ча; My=fb.y.do u) 


ез decir, coinciden con los momentos respecto de los ejes y, 2. 
Estas fórmulas valen по para recintos de superficie 
curva, pero en ellas ya no es dø el productodz.dy, sino éste 
dividido por cus(uż) como se explicó en (253) y además aparece 
7.2. а. 
Los momentos de un cuerpo homogéneo respecto de los tres pla- 
nos son anûlogamente: 


M= fò.z.dt My=5S0.y.dt M, = fö.z.dr 12] 


siendo ах == dz.dy.da. 

La ceuación de un plano enalquiera que pase por O, reducida 
a su forma normal, es decir, después de dividida por la raíz cua- 
drada de I» suma de cuadrados de los coeficientes, sea: 


Ах + By + Сг 0 


la distancia del punto (z, y, 2) a este plano se obtiene sustituyendo 
estas coordenadas en el mismo, luego el momento del arco АВ res- 
pecto de ese plano es: 


У (Az + Ву + Cz)ds — АМ. + BM, + СМ. 13) 


la misma fórmula vale para las superficies y cuerpos. 
Caleulados, pues, los momentos respecto de los planos coordena- 
dos se deduce fácilmente el momento respecto de otro plano. 


264. — Centros de gravedad. 

Suele definirse el centro de gravedad de una línea material, 
superficie o cuerpo, como punto de aplicación de la resultante de 
un sistema de fuerzas paralelas aplicadas en los infinitos puntos 
materiales que los componen. Esta expresión incorrecta debe enten- 
derse así: El momento de la línea, superficie o cuerpo, según se aca- 
ba de definir, respecto de todo plano que pase por el centro de gra- 
vedad debe ser nulo. En particular, si el hilo, superficie o volumen 
es homogéneo, es decir, su densidad constante, siendo la masa pro- 
porcional a la longitud, área o volumen, se puede sustituir el mo- 
mento estático por el geométrico, 
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Puesto que el momento respecto de un plano que pasa por la 
intersección de otros tres rectangulares es la suma de los momentos 
respecto de éstos por los cocticientes de la ecuación del plano, se- 
ado [3], resulta que para la determinación del ba- 
mro de m ura cualquiera, poner la condición de 
апе sean nulos los momentos respecto de los tres planos trazados 
clamente a dos coorden: 


gún se ha demusti 


por él par 


265. — Baricentros de curvas, 
Los momentos del areo AB resi 
z=% son: 
SU —EJds—0 fòl 


wto de los planos £ == E, y == n, 


—mds 0 fole— tds = 0 


de donde se deducen las coordenadas E, 1,7 del baricentro, que son: 


s s s 


266. — Baricentros de superficies. 

Si la curva es plana, es t=O y basta caleular E, n. Si es 
simétrica respecto del eje y, basta caleular y puesto que Е = 0. 
Si la curva es cerrada, con centro de simetría, éste es el baricentre 

Dado un recinto Æ en el plano sy si ё es la densidad (°) va- 
riable en cada punto, (es decir, la masa por unidad de área) el 
momento total respecto de los planos ¥ == Е, y=%, о lo que es lo 
en el plano xy, es respec- 


ad; 


mismo respecto de estas rectas si 


tivamente 


{з —Endo—=0 ўму -ndo 0 

(j Esto concepto de densidad en wn punto no se-puede definir clara: 
mento sino de modo análogo a como so ha definido la velocidad en un mo 
mento, la carga es un punto, cte, medianto la derivada. Pero tratándoso de 
dos o más variables hay que estudiar proviamonto las funciones de recinto. 


MOMENTOS Y CENTROS DE GRAVEDAD 343 


condiciones que determinan las coordenadas E, n: 
S0.2.da Sd.y.da 
jodo М Yede 


puede suprimirse como factor 


m 
1 


En particular, si d es cons 
común у resultan 


jedo Suda 


А el área total del rec 
endo da —dr.dy, estas integrales pueden caleularse por dos 
integraciones sucesivas, pero también pueden expresarse, desde lue- 
go, por integrales simples: 


b а 
E = (1/4) Sa —ydde nm (1/4) f y(£, — т) ду 
а с 


Nora, — Si el recinto es u 
fórmulas son las mismas, pero la 
da = dz. dy 


trozo de superficio curva, 2=/(%,1) Ins 
¡forencial de área da no es de.dy sino 


є importanto el caso en que la superficio ce esfórica. Para 


ella lu normal es cl radio у cosnz=>/R. Por tanto: 


3 = (RIAD) f dr dy = 


: la altura del baricentro de una porción de superficie esférica de área 
es igual al radio por la razón entre su proyección A, y su área 
lo, In nitura del baricentro de la bóveda de Vivi 


Л baricentro del hemisferio superior d 


la esfera de centro O y de radio X 
tiene las coordenadas Ẹ = 0, n к/з 


267. — Baricentros de cuerpos. 

De modo totalmente análogo al anterior se deduce el baricen- 
tro de un cuerpo de densidad 3 (masa por unidad de volumen 
riable, cuyas coordenadas E, ть E, son: 

ШЕН /$.:.4х 


jode д.а 


va- 


extendiendo las integrales a todo el cuerpo; y 


d es constante, 
puede suprimirse сото factor com: 

Nótese que dr designa el elemento de volumen, que puede t> 
marse en coordenadas cartesianas o polares, según couvenga por la 
forma de la superficie. 
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Какиш. — En el número (254) hemos calculado el momento del octante 
de esfera respecto del plano ту. Hagamos ahora el cálculo en coorilenadas es 
fóricas, y dicho momento vendrá expresado por la integral triple de =.r2 cos q. 
que so culeula: muy sencillamente y valo x 4/10. 

Compáreso la brevedad de esto método con el cartesiano seguido anterior- 
чие. Na menos sencillo es usar coordenadas cilíndricas, 


Las coordenadas del baricentro del cctanto de esfera, son por tanto: 


E=n=k 


= KR. 


268. — Teoremas de Guldin. 

Relacionan las áreas y volúmenes de ios cuerpos de revolución 
Jongitud recorrida por el centro de gravedad de la genera- 
triz de la superficie о cuerpo, y tienen muy útil aplicación, dirceta 
o inversa. 

El áron de ила supo 
viene expresada por 


con 


ficie de 


voluei 


л alrededor del eje х 


pero obsérvese que esta integral es el momento de la línea genera- 
triz respecto del eje x, es decir, el numerador que figura en la fór- 
mula que determina la coordenada y del baricentro, y euyo deno- 
minador ех la longitud в de dicha curva, luego 5 == 2ry.s. 

Y si so considera solamente un sector de superficie de revolu- 
ción, es decir, si la curva gencratriz gira un arco, bastará poner 
dieho arco en vez de 2m. Es decir: 


El área engendrada por un arco ul girar alrededor de un eje 
de su plano, que no lo corta, es igual а su longitud por la longitud 
del arco de circunferencia descrito por el centro de gravedad. 


El voiumen engendrado por un área al girar alrededor del 
eje y es: 
V — 2r f ay. dz 


donde bajo el signo integral apareco el elemento de área y.dz por 
la distancia æ al eje y, luego es el momento total del área respecto 
del eje y; y recordando la fórmula que da la ordenada del centro 
de gravedad del área, esta integral resulta igual a: Ed, luego 
V =. A.2rË, es decir: 


El volumen engendrado por un recinto que gira alrededor de 
un eje no secante es igual al producto del área del recinto por la 
longitud del arco descripto por su centro de gravedad. 
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Los teoremas de Guldin (ya sabidos de Pappo) sirven para ea! 


cular áreas y volúmenes de superficies redondas cuando se conoce el 
centro de gravedad, del areo o área móvil, Y tambión para caleular ol 
centro de gravedad, cuando se conoce el volumen о el área engen- 
drada, 


EJEMPLO 1. — Area del toro engendrado por la circunferencia de radio r, 
siendo el radio do giro a, 


8 = ?ж.т.2та datar 
V = grt. dx a = 092 r2a, 


odo con el del «бено directo én coor- 


Compárese la brevedad de este m 
denadas cartesianas, 


Esewrio 2: Centro de gravedad de un arco de circunferencia. -~ Bi J оз 
el radio y За la amplitud, la longitud es "Ha. Hacióndolo girar alrededor del 
eje y perpendicular al ejo ж de simetría, cl área de la zona engendrada os 


2rR.2R sen a a. 2r 
luego 
E=Esmna/a 5 9n=0 
Esrmero 1: Centro de gravedad del semicirculo, — Por simetria debo estar 


en el radio porpendientar а la baso a wnn distune 


E de la misma; haciendo 
girar el semiesreulo engendra una esfera de volumen: 


far Па = Yar R? 


donde se despeja: 


Eseurio 4: Hugumos girar el se » alrededor del eje que dista a 
de su base. Aplieundo de nuevo el teorema de Guldin, el volumen engendrado valo: 


= mi Даа = 4B/3m) 


según que el eje esté situado del lado de Ia coneavidad о de la convexidad. 

Mo aq cs, ealeulado el volumen de las dos porciones externa о interna 
del toro; su suma coincide maturalmente con la expresión Зға Ага arriba ob: 
tonida para el volumen del toro. 


A RS 


Exrrcicio: 


Calcúloso análoguménto el centro do gravedad de la somicircunforencia y 
apliquese а la determinación del área de cada una de las dos regiones convexa 
у cóneuva del toro. 


269. — Momentos de inercia. 

Momento de inercia (o de segundo orden) de una masa aisla- 

da m respecto de un eje es el producto de m por el cuadrado de su 
stancia al eje, es decir: Z =— mp? 

Tales momentos se Патап axittes 


y si р es la distancia a un 
punto o a un plano, el momento se llama polar o plano, respectiva- 
mente. 

Si la masa es un hilo, superficie o volumen, las expresiones del 
momento de inercia se definen como límites de sumas de los momen- 


tos de sus elementos, es decir, por integrales. 
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Si la masa es plana, resultan estas reducciones: 

Momentas polares son los momentos de inercia respecto de ejes 
perpendiculares al plano o, lo que es lo mismo, respecto de puntos 
del plano. 

Momentos axiales son los momentos respecto de planos perpen- 
diculares al dado, o lo que es lo mismo, respecto de ejes situados en 
el plano, 

El momento respecto de un punto O lo designaremos 1, y res- 
pecto de un eje y lo designaremos 7. puesto que en él figuran las 
distancias z. 

Si el momento polar о axial de una masa plana M es 7, se lla- 
ma radio de giro al segmento р que eumple la condición 


1— Му es decir: p— VIM 


Representa, pues, el rádio de giro la distancia del centro o del 
cje а que debe colocarse la masa concentrada М para obtener un mo- 
mento igual al de toda la masa superficial, Obsérvese (259) que по 
es sino la media cuadrática de todos los radios u ordenadas del re- 
cinto, según sea el momento polar o axial. 
i, como supondremos en lo sucesivo la masa es uniforme, es 
proporcional al urea, se puede sustituir еп las Fórmulas, masa 
por dren, tomando como unidad de masa la masa de la unidad 
do área. 

Las relaciones fundamentales a que satisfac 
inercia de las masas planas, o áreas, son éstas: 

El momento polar respecto de 0 es la suma do los momentos 
axiales respecto de los ejes x, y. 

En efecto, siendo r? = r? + y”, integrando resulta: I, = Le + Г, 

El momento de inercia respecto de cualquier eje es igual al mo- 
mento respecto del eje paralelo trazado por el centro de gravedad 
más el producto do la masa (o del área) por el cuadrado de la dis- 
tancia entre ambos ejes. 

En efecto, si adoptamos el baricentro como origen, 
dado es el 2d tenemos: 


(а d)? = a? — 2de + de 


n los momentos de 


el eje 


е integrando sobre la superficie resultan tres integrales. 

De estas tres integrales la segunda es el momento estático res- 
pecto del eje y que pasa por el baricentro, y, por tanto, es nula. 
Queda, por consiguiente 


=1. Ad, 
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Esrurio 1. — Momento do inercia del rectángulo do base b у altura а 
respecto do su baso. 

Adoptada sta como eje y tomando elementos rectangulares de base b y 
altura dy, resultas 


1, = f by? .dy = аз b/3 = arca por a2/3 
а 
Luego р = a/ V3. 


HoEMPLO 2. — Idem respecto de su base media o eje neutro. 
Adoptado éste como eje x resulta: 
a/a 
1,=$ by? dy = аз Ъ/1 = área por a2/12 


de donde resultas р 


Hyer 3, — Idem respecto de una paralela a 1а base, a distancia d dol 
contro. Según la propiedad segunda: 


1, = аЛа + ab dz 
in particular para 4 = Ма resulta e) 


:jemplo 1. 
Езкмтто 4, — Momento polar de un а 
tro. Senn ғ y Д los radios i 
elementos de áren, resulta: 
к 
wj rd 
а 


Шо cireulur respecto de wu diáme- 
terno y externo; tomando coronas circulares сото 


la 


MARI тау, pê = Hr (a rt) (12) = (1з + тз) 


Puesto que los momentos respeeto de los diámetros perpendiculares son 


igualos por simetría, y su suma ев J, resulta: 
1 = hr (Rt чу 
Para el efreulo, resulta, por ser r = 0 


1. 


MrR , р у 


> lasek , p 


270. — Centros de presión. 

La presión que un líquido cualquiera ejerce sobre unidad do superficie 
sumergida es proporcional а la profundidad, es decir, tiene por expresión kz. 
adoptando como positivo el sentido hacia abajo. EI punto de aplicación de la 
presión resultanto se llama centro de presión y se puede caleular como el centro 
de gravedad cuando la densidad es д = 

Hay una relación notable entro el baricentro de un área, su contro do 
presión y el radio de giro respecto de la traza con el plano de nivel del 
líquido, Suponiendo « área vertical, sea t la coordenada del baricentro, 
т la del centro do presión y p el radio de giro. 

La definición del centro de presión implica que el momento de todas las 
presiones es igual al momento de la presión total Р, aplicada еп el centro de 
presión, es deci 


Гез до = п је о = а.а 
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y сото el primer miembro es el momento de inercia, igual а 4p2, resulta 
s= a 

El radio de giro de wn área sumergida respecto de la linea de nivel de su 
plano, es media proporcional entre las distancias a ésta del baricentro y del 
centro de presión. 

Esta relación permite determinar un elemento, conocidos los otros dos y 
subsiste aunque el plano sumergido no sea vertical, pues si forma con ol ho- 
sizontal áugulo а, la presión queda multiplicada por sen а y también el momento 
de pr cl centro de presión en su plano) ло varia 


уво. vertical rectangular de baso ù =1 m, y 
altura а = 1,50 m., cuyo borde superior está sumergido в 3 т. de profundidad 
bajo el nivel; la coordenada Y del centro de presión viene dada por la fórmul 


¿de 


a 
cuyo valor es: 


Ya (4,52 — з): 0008,52 — 32) = 21,875: 5, 


= 3,80 m, 


мо a exto mismo resultado utilizando lu fórmula [1]. 


EJERCICIOS 


1. — Caleular los momentos de inercia de un cilindro circular de radio Æ 
у altura a respecto do los ojes siguientes: 
n) Fijo dol cilindro. 
Solución: 1 
b) Eje perpendicular а la 
Bolución: M (R3/4 + 02/1: 
e) Diâmetro do una base. 
Solución: 1 = M (R3/4 + h3/ 3). 
Momento do inercia de la esfera do radio Æ respecto de un diámetro. 
Solución: 1=2MR2:5 p= RVI. 
3.— Momento del toro engendrado por lu cireunforencia de radio r cuyo 
centro dista Æ del oje, respecto de éste. 
Solución: Г M(R2 -+ тз). 
4.—Momento de inercia de una clipso de semiejes a y b respecto del оўо 
mayor. 


cilindro, tra: 


Solución: 


SMD pb. 
5. — Entro el radio de giro p respecto do un cjo que pasa por el baricentro, 
el radio de giro p, respecto de un eje paralelo que dista d existe la relación: 
вара 
6.— Constrúyase ol radio de giro de los recintos anteriores para ejes ран 
Jelos а los considerados. 
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271. — Definición y cálculo de integrales curvilíneas. 

Como para las funciones de una variable, también para las de 
dos variables hay un doble problema de cálculo integral: la integral 
definida entre dos puntos (a,b) (a', b’), y el problema inverso de 
la derivación, o sea el cálculo de una función conocidas sus derivadas. 

- Lo mismo que allí, el primer problema se reduce al segundo, 
pero la analogía no es completa, pues carece de sentido hablar de 
función primitiva де uma sola función; en cambio se dirá que и es 
función primitiva o función potencial del par de funciones p(z, y), 
ale, y), cuando es Wamp , шу q. 

Si el par p,q admite- funciones primitivas, la diferencia de 6s- 
tas es constante, pues siendo nulas sus derivadas parciales, debe ser 
independiente de z y de y, es decir, vonstante. 

En la lección próxima estudiaremos el caso en que hay función 
primitiva, y en ósta vamos a estudiar las integrales definidas. 

¿Qué significado puede atribuirse a los símbolos: 


«ы wo 
S p(zy)dz , $ p(z,y)dy 
da.) 

siendo p(z,y) una función de dos variables (х,у)? Será preciso 


saber cuál es el camino seguido para pasar del punto inicial (а,Ь) al 
(a, b’); y dada esa cun 


2200), y=yl) 
а lo largo de la cual debe efectuarse la integración, siendo f, el 
valor de t 'que corresponde al punto inicial (a,b) y € el punto 
final (a,b) ambas integrales tienen su significado perfectamente 


claro, pues se reducen a integrales de una y К; 
sola variable ¢, La primera se transforma s 
a ab 
S piz(t), y(t)) 7 (bat 
to 
Š 


y análogamente la segunda. 


efecto, tales integrales existen seguramente (v, núm. 3 de Complemen. 
suponemos p y q funciones continuas, y además que scan continuas las 
2701), 17 (0), salvo а lo sumo on número finito de puntos. Tales arcos 
de curva formados por número finito de arcos, provistos de tangente contínua, 
suelen llamarse regulares, y а ellos nos referimos en todo este capítulo. 
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Si el camino de integración de fe a 1 se descompone en varios, 
por ejemplo, de t, a t,, de t, a tz, de f, а #, siendo tẹ < fı < t, < f, 
la integral desde ty a t’ es la suma de las integrales desde f, а t, 
desde t, а £,, desde t, a 0. 

En particular, la integral a lo largo de un contorno cerrado se 
puede calcular como suma de las integrales a lo largo de diversos 
arcos abiertos en que éste se descomponga, o bien por una sola 
tegral de f, a £ sî £, y 1 son los valores del parámetro que determi 
nan el punto inicial y el final de la curva, siendo ambos coincidentes. 

Si se cambia el sentido de la integración sobre un camino abier- 
to o cerrado, hay que permutar los extremos te, l’, luego la integral 
cumbia de signo. 

Si la integral a lo largo de un camino cerrado es nula, y AB son 
des puntos del mismo, las dos integrales a lo largo de los dos cami- 
nos AB son iguales; pues siendo: 


+ —0 >. Saf 
АСВ BDA aca ADB 


Esturo 1. — Calculemos f y.d а 
lo largo de la elipso do semiejes a y b 
situados en los ojos coordenados, recorrí- 
da en sentido positivo. 

Las ecuaciones paramétricas de la 
elipse son: 


z=a.cost , y=b.sont 


desdo £=0 quo da cl vértice de la derecha, hasta £= 2r que vuelvo а dar el 

mismo, después de recorrida en sentido positivo; la integral se transforma asf: 
Suds = 5 b.sen t(— a.sen 1) dt = — аЬ f sen? £.dt 

y como la función primitiva de sent es 14t — Y sen 27, limitada entre a y 2% 

тоза el valor do la integral: — жар. 

Nora. — Todas las integrales do funciones irracionales cuadráticas caleu- 
ladas en el capítulo V, son integrales eurvilínenx a lo largo de cireunferen: 
cias, y ol cambio de variables quo se hizo para efectuar Jas integracionos no 
es sino la expresión paramétrica de la respectiva circunferoncis 

Sen, por ejemplo: 


poniendo 


ol cambio do variables: 
sent 


es justamente la expresión paramótrica de la circunferencia. 
Lo mismo acontece en cualquier otra, por ejemplo, 


азза 22 
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272. — Areas y momentos por integrales curvilíneas. 

Memos observado que {у .dz а lo largo de una elipse nos ha dado el área; 
en general: si la función Р(х,у) se reduce а 
quier curva cerrada C compuesta de dos arcos 


пу 


son mús e 
Análogamente, tòmando lu integral eurvil 


а respecto de y: 


b 
Enf (ade 8 2) 


nmbas resulta Gta: 


S= f zdy — yde (1 
¿ 


cial en esta fór- 
de área on coorde- 
, pues haciendo: 


| s=rcost , y=rent 
resulta. 

2.dy—y.de (т.е. + sen t.dr) —r. neu (сов t.de —sen t. dt) 
кпш 


то y segundo orden del área 5 rea- 
Lograles curvilíncas 


Anúlogamento, los momentos de pr 
pecto de los ejes, vienen dados por Isa 


—зм, 


а 
flo агау = 20, 
ё Н 


a 
Srar=Sly—y0] de =—3l, 


fudy= жаа» =з, 
4 


He a, 
suelo hree: 


4 la demostra 
vo Para ua таре 


f mm. ae 


y r lus dos expresiones paru Jos dos trupezoides euy e 
el recinto, se reduce el término integrado, común а ambas y queda la integral 
eurvilinea de s+. dy dividida por n 


n recurrir a lak integrales dobles, como: 


4.6) el momento respeto del eje y es: 
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273. — Integrales curvilínea» de funciones de tres variables. 

Dado un arco de curva alabeada entre los puntos (a,b,c) y 
(а, 6, с) y una función p(z, y, 2) sobre ella, se define análogamen- 
te la integral respecto de z a lo largo del arco. Basta, en efecto, ex- 
presar x, y, 2, como funciones de un parámetro f y si los valores de £ 
que corresponden a los extremos son f y 4 resulta: 


ar e) e 
S plizy zd = fp LaCt), y(t), (01 a(t) dt 
(aber 


En muchos problemas de Física y Mecánica, donde los clemen- 
tos físicos vectoriales so descomponen según sus componentes, apa- 


recen integrales curvilíneas:; 


JP, Баб, y)dy =$ plz. y) dr + f ale, y dy. 
aw aw 


yon pa problemas tridimensionales aparecen, análogamonte, las 
del tipo: 

Spir, у. 2) 4 qlr, y dy + rizr, y, z)dz 

w. 
mientras que las integrales monomias, sean de dos o tres variaoles, 
carecen de interés. La razón es obvia: si (p, q.r) son las compo- 
a carece de sentido geomó- 
n- 


nentes de un campo vectorial, cada u 
trico o físico, y cambia al adoptar nuevos ejes coordenados; mi 
tras que el producto escalar p.de + q.dy-+r.dz tiene significado 
intrínseco, independiente de la terna adoptada, Así, р. ej, si los 
vectores representan fuerzas, la integral trinomia significa el tro 
bajo de esa fuerza variable al recorrer su punto de aplicación el 
arco AA”; número invariante respecto de todos los cambios de coor- 
denadas. 


Lo mismo que en Ins integralos ordinarias, sobre un intervalo, enbe còn- 
siderar integrales curvilíneas indefinidas, es decir, integrales sobre un arco AP 
do extremo P variable, pero aqui surge el interrogante de evál sen el camino 
elegido para la integración, cuestión que será resucita en la lección siguiente; 
y además serú preciso distinguir el caso de recinto simplemente conero, o de 
<ontorno único, y el de recinto multiplemente conexo. Vamos a estudiar ambas 
cuestiones quo tienen primordial interés en las aplicaciones físicas. 


EJERCICIOS 


Р 3. — Sl ешыМа el signo do un término en [3], la integral ез mul 
iera que sen el cirenito С. 


2, — ¿Qué sucede si el integrando [3] se dí 


le por 221 


Lección 67 
INTEGRACION DE DIFERENCIALES EXACTAS 


274. — Caso en que existe un potencial. 

Dado un par de funciones p(z, у),4(2, y) (o, lo que es equi- 
valente, un campo vectorial plano) veamos la íntima relación exis- 
tente entre el valor de la integral: 

Урба, y)dz + q(x, y)dy 
y la existencia de función primitiva o potencial del par p(wy), 
ax, y); relación completamente análoga a la clásica fórmula de 
Barrow. 

Cuando estas funciones р y q son las derivadas parciales se- 
gún ж e y respectivamente de una misma función u(z, y), ésta se 
Пата función potencial de p y q, no debiendo confundirse con el 
potencial físico, que es — u(x, y). 


Cuando existe esta función potencial u tal que ps; 
q == w'y, la integral curvilínea se transforma así: 
00 wo 
J Wde 4 wy dy — f du(z, y) —u(0,b') — u (a, b). 
ө» 
Es decir: Si existe función potencial uniforme, la integral cur- 


vilínca entre dos puntos no depende del camino seguido en la in- 
tegración y su valor es la diferencia de potencial en ambos puntos 
extremos. La integral es nula en toda curva cerrada, 

Rofirióndonos a recintos simplemente conezos (120) se verifica: 

Recíprocamente: Si son nulas las integrales a lo largo de todos 
tos contornos rectangulares contenidos en un recinto, cuyos lados 
son paralelos a los ejes, existo función potencial, es decir: p dz + q dy 
es una diforencial exacta. 

Definamos la función siguiente: 


en 
v(a, y) qe y)dz + q(x, y )dy п) 


extendiendo la integral hasta el punto variable (z, y) siguiendo una 
quebrada cualquiera de lados paralelos a los ejes, contenida en el 
recinto. En virtud de la hipótesis, el valor de la integral es el mi 
то para todas esas quebradas, pues de una se pasa a otra sustitu- 
yendo respectivamente dos lados consecutivos de un rectángulo por 
los otros dos; luego define una función uniforme u(r, y). 
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Para derivar respecto de z hay que conservar fijo y, es decir, 
prolongar la quebrada desde (=, y) paralelamente al eje x, luego re- 
sulta nula la 2° integral y la 1а es la 
primitiva de р, luego v'e — p; análoga- 
mente, pura derivar respecto de y se 
prolonga la quebrada paralelamente al 
eje y, resultando 27, = q. La función 
formada v(z, y) es, pues, una función 
potencial, 


O 


Nora. — Obsérvese que no es preciso exigir la anulación de la integral 
en toda curva cerrada; basta que sea nula en todos los contornos rectangulares 
de lados paralelos a los ejes y contenidos en un cierto recinto, para quo exista 
función potencial y, por consiguiente, la integral será mula en toda curva cerrada 
contenida en el mismo. 


275. — Criterio para la existencia de potencial. 

La condición necesaria y suficiente para que las funciones р y q 
dos veces derivables, definidas en un recinto simplemente conexo, 
admitan ип potencial uniforme, es que sean idénticas las derivadas 
cruzadas: 

ру 9 12) 
Si existe el potencial n, di 
derivando q respecto de # r 
dos son iguales, según demostramos е 
continuas 

2.7 Supongamos, recíprocamente, 
que la condición [2] se cumple en un 
cierto recinto simplemente conexo. 

Formemos la integral curvilínea [1] 
de la expresión р.х + q.dy desde un 
punto fijo (a,b) a un punto variable 
—y (2,11) siguiendo el camino más simple, 
formado por paralelas a los ojes, 


ndo p respecto de y resulta 
ulta: и”; y ambos resulta- 
(209) si estas derivadas son 


z y 

u(t, y) = f p(z, b)dz + ale y)dy [3] 

esta es una función de £ e y puesto que a cada раг (х,у) corres- 

ponde un solo valor de la integral, ya que hemos fijado el camino. 

La derivada respecto de y es inmediata, lo mismo que en el pá- 

rrafo anterior, puesto que la primera integral no depende de y, y la 
segunda tiene por derivada q(z, y), es decir wy = q (£, 4). 
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Recordando la regla para derivar bajo el signo integral: 
М y 
0. == plz, b) +3 Galt, y)dy = p(z, b) +», viy — 


= р(2,0) + [p(z у) —v(2,b)1—p(2,y) 

Resulta, pues, que la función v(z, y) definida рог la integral [3] 
suma de dos integrales simples, es una función potencial de p y q. 
Cualquier otra función potencial tendrá la misma derivada respecto 
de ж е y; por tanto difiere de v(z, y) en una constante, Es decir: la 
función potencial más general del par p, q es: um (ә, y) + С. 

Si no se pueden unir los dos puntos (a,b) y (x,y) por una que- 
brada de dos lados contenida en el recinto se toma de varios lados y 
la conclusión subsiste, 


Nora. == A este mismo resultado so llega integrando ol sistema: 
мар, w= 
pues de la segunda resulta: 
y 
u= [а(т, y)dy 1- а(х) 
b 


siendo a(z) una función urbitraria do z que no conticno 1а y; derivando res- 
pocto de z y sustituyendo u's = p, resulta la nueva condición: 


y 
рц, y) =f q(t yrdy + а (т) 
è 


y sustituyondu Qz = pp result 


$ Р 
p(z, y) = S p(t y)dy + 4700) = plz, y) — рар) $ ac (2) 
è 
do donde: 


foiz, b) dr үс 


y obtenemos el mismo resultado. Este mótodo suele convenir m la práctica. 


a(z) = p(z, b) “. a(z) 


EsexrLo. — Calculemos la integral curvitinea 
0.2 
S (3an ууа з + («—4у)4у. 
«о, 0) 
Primer método: Puesto que ру= ту =1, hay furción potencial у la 
podemos calcular asî: 
mo mn 
u= +) =a aym y: 
too) чао) 


a» 
luego: f =(1,2) (8,0) =— 
(0,0) 


Segundo método: 
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276. — Integrales curvilineas completas de tres variables. 
Con frecuencia se presentan en Física y en Mecánica integra- 
les de esta forma: 


de + q(<.y,2)dy + r(x, y уйг. 


Si existe fun potencial и, tal que: 


pms; q y теш, 
la integral ew educe и: 
С ПСЛ 
S de 4 w, dy dz — $ du <= ua, b,c) — иа, Ъ, e) 
Cab, e) С 


es dveir: Si existe potencial uniforme, el valor de la integral curvili- 
nca no depende del camino seguido para pasar del punto (a,b,c) 
al (a,b,c) y su valor es la diferencia de potencial en ambos pun- 
tos. La integral es nula en toda curva cerrada, 

Suponiendo simplemente conexos los recintos considerados, se 


verifica: 

Recíprocamente: Si son nulas los integrales a lo largo de todos 
los contornos paralelepipédicos contenidos en un recinto, cuyos 
lados son paralelos а los ejes, existe función potencial; es decir, 
encia? exacta, 


pode ady- radz єз una di 
Definamos la función siguiente: 
ө,» 
v(e,y,2) =$ p(z, y,2)dx + а(х, у, 2)dy 4-1 (x, y, 2)d2 
“һө 
siguiendo como camino una quebrada cualquiera de fados paralelos 
a los ejes, contenida en el recinto; repitiendo el razonamiento he- 
cho рага dos variables, resulta 


мар, A 
es decir, la función + es potencial de p, g, r. 
277. — Criterio para la existencia de potencial. 
Como en (275), la igualdad de derivadas cruzadas caracteriza 
la existencia de potencial en los recintos simplemente conexos, 
Las condiciones necesarias y suficientes para que erista fun- 
ción potencial uniforme de р, q, r, зот: 


11) 


Pym ч; Pimms; 
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1. Desde luego deben verificarse estas igualdades si existe и; 
pues entonces: ру Way, f, — "ys, y análogamente las otras. 

2e Recíprocamente: si se verifican las condiciones anterio- 
ros [1] formemos la función siguiente: 


ano 
v(x,y, 2) =$ p(s, у, г)4х + q(x,y,2)dy + r(x, y, 2)de 
һе 


eligiendo como camino de integración la quebrada de lados parale- 
Jos a los ejes, tenemos a v(z, y, 2) expresada por tres integrales or- 
dinarias: 


А y . 

v(x, у, 2) = f p(s, b, c)dæ + $ q(x, у, c)dy + $ r(z, y, 2)de (23 
a б : 

y recordando la regla de derivación bajo el signo integral: 


wy plz, be) +S F(2 уйн + $ (а, y 2)de = 
Ў Н 


р, + f P(e у, 0dy +f ple, y, z) de 
è б 


= рб, 0,0) + p(z, 0, с) — р(х, с) + p(z, у, 2) — р(2,у,0) = 


=— p(z, 5,2) 


Yala o) т 2048 = alz, y, е) + $ d'ela y, 2)de = 


=q(2,y, 0) + а(х, у.) — q(%, y, 0) == q(T, Y, 2). 
<= т(ж,у,г). 


Esta última resulta inmediatamente, pues solo la tercera inte- 


gral depende de z. 
Hemos obtenido, pues, una función potencial v(z,y,z) y cual- 
quier otra difiere de ella en una constante: 


u= v(z, y, г) +C. 
Nora. — Si el recinto no cs convexo, se elige una poligonal de lados para- 


Jelos а los ejes, como ya so hizo en casos anteriores; y fijada ésta, resulta uni“ 
forme la función w(z, y, e 
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NOTAS 


Caso de recinto multsplemente conero. 
Tanto en el plano, como en el espacio, interesa considerar esto caso, que 

modifica las conclusiones anteriores. 
Consideremos, p. ej, el caso: p=— 


21 уз), ne 4 y. 
Las derivadas cruzadas son igunles, y existo potencial no uniforme: 
arctg y/z; ві se consideran circuitos que mo rodean al origen, el potencial es 
uniformo еп ellos, y la integral nula; pero si el circuito da n vueltas alrededor 
de 0, la integral valo 2n. 

La integral desdo А а Р toma valores distintos según el tipo de arco, y 
esos valores difieren en múltiplo de 2. 

Como еп este ejemplo se verifica en todo recinto doblemente conexo, donde 
los vulores de la integral difieren en múltiplos de un número, llamado módulo 
de periodicidad; hay dos módulos si la conexión es triplo, ete, 


Aplicación а la Acrotécnion. 

Justamente el cuso do recinto doblemente conexo es el que so presenta еп 
la teoría de la sustentación dol ala de avión. 

Bi (р, д) es el voctor velocidad do сайа partícula de aire respecto del ala, 
la intogral: 

Tm fp. de + q. dy 

sobro un circuito alrededor del perfil se Пата circulación. Su valor deponde do 
la forma del perfil, y on virtud del teorema fundamental do Kutta y Jou- 
kowski, la sustentación dol ala os igual nl producto de la circulación, por la 
densidad del flûido, por la velocidad del nvión. (У. nuestra. obra: Aplicaciones 
fisicas y técnicas de las funciones de variable compleja. Buenos Aires, 1938). 


Aplicación a la Termodinámica 
Bi un gas perfecto pv = Rt pasa del estado (v,p) al (0 -- Av, p+ Ар) 
el incremento de energía AQ so compono do dos partes: 


Fijado э, es AQ=0.Af siendo o el calor específico a volumen constanto, у 
expresado mediante v es At=1,.Ap=v.Ap/E. 


Fijada р es ДО = С.Д siendo С el calor específico a presión constante; 
y во puede sustituir At=*,.Av=p.Av/K. 


El incremento de energía a lo largo de un camino prefijado, es, por tanto: 


Q = (1/8) f o.v.dp + 0.p.do 


4Es Q función de p,v; es decir, on cada estado del gas tiene Q valor in- 
dependiento del camino seguido para llegar а 619 Así se creía, al admitir la 
indestructibilidad del calor. Pero como las derivadas cruzadas son o y С, y ев 
о д С, по acontece así. 

Veremos (302) cómo la expresión ov.dp + Cp.dv 
rencial exacta, dando origen al concepto de entropía. 


transforma en dife- 
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TRANSFORMACION DE INTEGRALES MULTIPLES EN CURAVILINEAS 


278. — Fórmula de Riemann. 
Consideremos un recinto R euyo contorno está formado por 
dos arcos uniformes AB; у caleulemos la siguiente integral doble: 


А 
S {P2 yda dy = $ dz fry (a ay роба) рб) dx. 


Akoro biem; la/sama de oras dos integrales mo es; coegñii lai de: 
finición, sino la integral curvilínea de la función p(z, y) tomada en 
el arco superior AB y después en el arco inferior BA. 

Por tanto, si adoptamos como sentido positivo en el contorno el 
que deja el recinto a la izquierda, resulta: 


S Sp 29) dedy — — $ plz, y) dr u 


fórmula que transforma una integral do- 
ble en una integral curvilínea. 


EJEMPLO, — Si tomamos la función 


PY) =y 
tenomos: 


S f dz.dy = Area S 
8 


Análogamente; caleulemos esta integral doble: 
5579.02, (e dy — $ dy $ 72, у)й — 
4 A 


а а а 
= S dy lazo y) —a (7, 9)1 = аху dy — $ ate, y)dy 


y como, según la definición de integrales curvilíneas, estas dos in- 
tegrales componen la integral curvilínea de la función q(z,y) a 
lo largo del contorno cerrado en sentido positivo, resulta: 
Sf ende ду — falz, y)dy [21 
Reuniendo en una ambas igualdades [1] y [2] obtenemos la 
fórmula: 
S f (Ca— pdr dy = f pdr ady. 
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Mamada de Stokes o de Rieman», que transforma una integral eurvilî- 
nea en integral doble o viceversa, y de ella se deducen nuevamente 
algunos resultados ya obtenidos, Así. por ejemplo, resulta una nue- 
va demostración muy sencilla y breve, del teorema fundamental de 
las integrales curvilíneas: La condición necesaria y suficiente para 


que la integral curvilínca sea nula en todo circuito сх la igualdad” 
de derivadas cruzadas. 

Si p y q son los componentes de un vector (р, q) el número 
qr = jP, que aparece en la integral se Пата curl o rotor del vector. 
La condición qz = p’, equi ма: Rot W=0, 

Demostración del criterio dr las derivadas cruzadas. — Quo la igunidad 
Pu = rr implica 1а anulación tegra? [з], кани а la vista, Reciproen- 
mente, si onta integral en mula sobro todo contorno rectangular, сї rotor debo 
ser milo en todo punto, si se suponen continuas las derivadas. Pues 
punto vale a > 0, en ищ entorno rectangular es > Ма; y por tanto os р 
ln integral F4] en este rectángulo, contra la hipótesis. A igual contradicción 
vo Mega suponiendo el rotor negativo. 
279. — Integrales sobre una superficie. 

Una generalización inmediata de la integral de dos variables 
sobre una curva, es la integral de una función de tres variables so- 
bre una superficie. 

Como sobre la superficie no es 2 independiente, sino que de- 
pende.de 7. y, si sustituímos su expresión: г — f(z, y), resulta una 
integral doble ordinaria: 


урра) dy — $ {Pls 102,0) de dy 


«ue caleularomos por dos integraciones sucesivas. 

Análogamente se definen las integrales dobles sobre КЁ de yz y 
do as. 

Si se trata de una superficie cerrada 8, convendremos en re- 
presentar por el símbolo: 


lo, pues, 


S f p(z, y, dz dy 
la diferenci: 5 


3 fo Y, 2) dxdy—$ so у, 2,) dz dy 


entre las dos integrales dobles sobre el casquete superior y el cas- 


quete inferior, . 
Nor, con las integrales eur- 
Он definición: 


donde y representa el tercer coseno director de la normal exterior en cada 
punto (х,у, г) de la super concepto importante en Fisien. 

En ol casquete superior el coseno es positivo; en el inferior es negativo; 
y resulta la misma definición anterior. 


TRANSFORMACION DE INTEGRALES 


280. — Fórmula de Gauss o de Ostrogradski. 
Considera 


un punto una rimeión E (e. 4 


una s 


perfi 


tudo el volumen V: 


УУ) 
4 


La integ 


(r, y, ade dy de 


gral de superfi 
Aplicando 


S SI 


3 e 


ie, 


esto a tros Т 


ciones: 


al , Mr 


б, rw) 


obtenemos la fórmula: 


лра 
Е. беу 


dr dy dz = 


d zdr + Edo. dy 


Hamada de Gauss o también de Ostrogradski. 


veete 
denados, 


¿n la lección 
I de esta 


maldad, qu 


281. — Fórmula de Stokes. 


К ЕП 


sustituyendo d 


línea de dos 


emos un casqus 
torno € se pro 
plano Ze proye 


ton elp 


asqueto, Dar tres funciones 


a= f(r) у 
to 


е convexa cerrada S, у 
s la integral triple sobre 


Ela 4.2), nN) 


361 


definida en 


SU, 213] de dy == 


1 de volumen ha quedado así reducida a una inte- 


próxima estudiaremos el importante significado 


coor- 


КЕ) 


sobre el casquete S es dar tros fun- 
os de r.y sobre W, por ser 
integral sobre el 
€ de la terna [1]: 


S Ede ndy ida 


Р se reduce a una integral sobre с, 


dr + zy. dy. y ахі т 


Уха айу + OF, dz + i’, dy) = 
= f (5 FE) dr + (+2) dy 


suha la integral curvi- 
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ın calenlaremos la diferencia de 


para aplicar 1 
derivadas eruzad. 


We 2 Ea 2, 4 
— (By Fy 


= MEN sa (E 


Si multiplie 
ción (27 
Le de dy = — ado 

7 Bda 


de dy = ydo 


de 


y resultas 
S Edo + ndy + gdz — 


= SS (Gy оа (Be — 5,98 + (т E) y] do 
s 


que ез la fórmula de Stokes, euyo hondo significado aparecerá al 
interpretarla vectorialmente en la próxima lección. Por ahora ex- 
presa simplemente que toda integral simple sobre un contorno ala- 
beado С que limita un casquete se puedo expresar como una inte- 
gral doble sobre este casquete. 


Como aplicación inmediata resulta el importanto teorema demostrado en 
(270, 277): La condición necesaria y suficiente para que la integral a lo largo 
de todo circuito sea nula, es la igualdad de las derivadas cruzadas. 

Quo tal condición es suficiente salta n lu vista en la fórmula de Stokes; 
para ver que es necesarin, bı oner por el absurdo, que en un punto no 
so anula el rotor, llegándose a una contradicción, de modo análogo al de (278). 


EJERCICIOS 


1. — Domostrar el teorema fundamental que acabamos de enunciar. 


2. — Relacionar la fórmula de Stokes con la de Riemann relativa а los 
campos voctorinles planos (278). 
3. — Interpretar la fórmula de Stokes para el campo vectorial: 


хо. =F) 


,وس 
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INTEGRACION DE CAMPOS VECTORIALES 


282. — Integral curvilínea de un campo vectorial. 

Consecuentes con la notación convenida, las letras minúsculas 
designan números y las mayúsculas puntos y vectores. 

Se dice que forman un campo vectorial los vectores cuyas com- 
ponentes (E, n, E) son funciones de (x,y,z). Es decir: cada punto 
de un cierto recinto es origen de un vector del campo. 

Si consideramos un arco de curva А В, tenemos un vector del 
campo aplicado en сайа punto de arco. La integral 


у Edr4ndy+tde al 
Ав 


estudiada en las lecciones 64 y 65, tiene un valor numérico bien de- 
terminado como. suma de las tres integrales de sus tres términos, 
cada una de las cuales se puede calcular según se ha explicado 
en (271). 
Ahora puede darse una поѓа- z B 

ción más sintética, observando que 

la expresión E.du + 9.dy +T.de 

es cl producto escalar de W por 


dP(dx, dy, de), luego podemos re- A 
presentar [1] brevemente así: 
f W.aP [2] Е 
ab 


y se llama integral del vector W a lo largo de la curva A B. 

El significado más importante se obtiene cuando el vector re- 
presenta una fuerza; el producto W.dP es el trabajo elemental co- 
rrespondiente al camino ds y el límite de la suma de trabajos ele- 
mentales, o sea la integral [2] se llama trabajo de la fuerza a lo 
largo del camino A В. 

Si W es una velocidad, [2] se llama circulación a lo largo del 
arco AB, 


283. — Líneas de fuerza de un campo vectorial. 

Se llaman líneas de fuerza de un campo vectorial las envolven- 
tes de estos vectores ,de modo tal que el vector correspondiente a ca- 
da punto de una curva es tangente a ella. La condición que deben 
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cumplir las ecuaciones y = f(z) de las líneas de fuerza en el plano, 
debe ser por tanto 


que es una ecuación dif 

paremos más adelante, 
En el caso de tres vi 

condiciones : 


(8] 


rencial de primer orden: de clas nos ocu- 


ables las líneas de fuerza sati 


acen a las 


de dy de 
Elz, y, 


a Wena Taye) 


que expresan que el vector correspondiente a cada punto es tan- 
gente a la línea de fuerza que pasa por él 

En el cap. XH veremos cómo se resuelve este sistema de ecua- 
ciones diferenciales que determina las líneas de fuerza, 

Las líneas de fuerza que pasan por los diversos puntos de una 
curva cualquiera forman una superficio de fuerzas; si aquella curva 
es cerrada, esta superficie se Mama tubo de fuerzas; las líneas de 
fuerza que forman el tubo no se cortan entre sí. 

Si todos los vectores son paralelos, las líneas de fuerza son rec- 
tas y los tubos de fuerzas son cilindros. Tal sucede, en particular si 
el сатро es uniforme ‚ев decir, todos sus vectores iguales, 


284. — Caso en que existe una función potencial. 

Todo lo expuesto es válido para cualquier сатро vectorial, pe- 
ro el caso más importante se presenta cundo existe función po- 
tencial u, tal que 

wm Y Ri 41] 
es decir: 
W — Du = G 


ad u. 


Las superficies de nivel w(x, y,2) =k se Патап entonces equi- 
potenciales; los cosenos directores del plano tangente en cada punto 
son proporcionales a las derivadas de и, es decir, proporcionales а 
E, n $; y como estas componentes son proporcionales a los cosenos 
directores del vector que tiene su origen en dicho punto, resulta: 

Cada vector del campo es normal а la superficie cguipotencial 
que pasa por su origen. 

Por tanto: las líneas de fuerza cortan ortogonalmente a las su- 
perficies equipotenciales. + 
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Recíprocamente, esta condición de ortogonalidad viene expresa- 
da por las ecuaciones [3] luego caracteriza completamente a las lí- 
neas de fuerza. 

Todo сатро escalar da origen por derivación а un campo vee- 
torial cuyas componentes son [4]. Recíprocamente un campo vee- 
torial que admite potencial и, puede deducirse como gradiente de 
esto potencial. 

Según se ha demostrado en (274) cl valor de la integral [2] 
del vector, es decir, el trabajo, es la diferencia de potencial en am- 
bos extremos. Resulta así la fórmula fundamental: 


т т 
f Grad. u= f Du =u (B) —u(A) 
А N 


Como potencial físico v suele tomarse u con signo contrario; es- 
te convenio no altera Jos resultados anteriores, pero al calcular el 
trabajo de A a B resulta v(4) —v(B), es decir, el trabajo es ol 
potencial físico perdido al pasar de A a B. . 

Según (201) la derivada de u en un punto, en cualquier dirce- 
ción, se obtiene proycetando sobre ésta el gradiente, es decir, el vec- 
tor que tiene su origen en el punto, luego: 

n cada punto la derivada de la función potencial cn una di- 
mn cualquiera es la componente del vector correspondiente se- 
gún esa dirección. 


285. — Integral superficial de un campo vectorial. 

Sean a, В, y los cosenos directores de la normal a la superficie 
8 en un punto; según la derinición (254) de elemento de superfieic, 
ве tiene: de.dy == y.da; debiendo tomarse y positivo, puesto que 
do, dx, dy son positivos; esto 


¡uivale a considerar la semirrecta 
normal que forma ángulo agudo con el semieje -+ 2, es decir, la se- 
mirrecta normal dirigida: haci ambio, como en la in- 
tegral sobre una superficie cerrada (279) la integral relativa al eas- 
quete inferior figura con el signo —, basta considerar y < 0, es de- 
cir, la semirrecta normal dirigida hacia abajo y con este convenio 
resulta: 
Para toda función b(t, y, 2) єх: 


S $%.dz.dy =$t.y.do 
в 


siendo y el tercer coseno director de la normal crterior ul cuerpo li- 
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mitado por S, es decir, dirigida hacia arriba en el casquete superior 
y hacia abajo en el inferior. 

Apliquemos esta transformación a la integral doble que figura 
en la fórmula de Ganss y resulta: 


$ f&dy.dz +. dedo +8.de.dy = 
= f f (Ea +18 + Су) ба = f wn de 


Mamando w, a la proyección sobre la 
normal exterior del vector W(ë, n, ), 
es decir, al módulo de Wa. 

Veamos ahora el importante signiti- 
ado físico de esta integral. 


286. — Flujo y divergencia. Fórmula vectorial de Gauss. 
Dado un campo vectorial uniforme W, si se considera un área o 
normal а la dirección de W, se Пата flujo de W sobre о al produc- 
о о. W |= ow. 
Si el área es oblícua al vector W, y el ángulo de incidencia es 
(n, W) se llama flujo al producto 


w.0.cos(n, W) =a. proy. de W sobre n == wa.0 


cuyo signo depende del sentido que se adopte para la normal n, El 
flujo es un escalar y su significado físico depende de la magnitud 
«ue represente el veetor, Si es la velocidad de un fluído, el flujo 
es la cantidad de éste que por o en la unidad de tiempo; si re- 
presenta m radiación luminosa, calorífica, ete., el flujo es la can- 
tidad de energía que pasa a través de a en Ja unidad de tiempo, ete 

Dada una superficie curva cualquiera y un campo vectorial W 
de componentes variables (E, з E) funciones de (x,y,=) el flujo 
elemental correspondi 


е а cada elemento de superficie do ех 
w,.da, y el límite de la suma de flujos elementales se llama flujo 


de W а través de la superficie, Su expresión es, por tanto: 


Flujo — f wn.do 
5 


Respecto del signo se hace el convenio siguiente: el flujo 84 
lente de la superficie cerrada se considera positivo, y el entrante 
se toma negativo, es decir, a w, le atribuímos signo + si la proyec 
ción de W sobre la normal está dirigida hacia el exterior del re- 
cinto, y signo — si está dirigida hacia adentro. Esto se expresa bre- 
vemente diciendo: Wn es la proyección de W sobre la normal ez- 
terior. 
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Vemos, pues, que el 2° miembro de la fórmula de Gauss es el 


flujo del campo (E.m, 0) a través de la superficie. Veamos el 1.°. 
Se Пата divergencia de un сатро vectorial М (Е, у, 5) y se re- 
abreviatura Div. W o bien por DW, al número: 


Div. W= DW = El {wy Ye 


presenta por 


e escalar se explicará después; pero 
n sintética de la fórmula de Gauss 


El significado Físico de 
con él obtenemos esta expre 


| Flujo = f (Div. W)dt == f 10,.do 


es decir: El flujo de un campo vectorial a través de una superf 
cerrada cs la integral de la divergencia estendida а todo cl cuerpo 
que limita, 


287. — Rotor. Fórmula vectorial de Stokes. 

También la fórmula de Stokes (251) adopta una expresión si 
tética e independiente de los ejes coordenados, mediante la intro. 
dueción de este coneopto vectorial: 


Rotor de me ial 


tor: (°) 


mpo veet 


mé en un punto es el vec- 


t o. wt) 


Rot W= (а. о 


La fórmula de Stokes (281) se expresa, por tanto, asi: 


S W.dP =$ (Rot W). do 


Lu circulación de un campo vectorial u lo largo del contorno de 
un casquete es ipl al flujo del rutur a través de este casquete. 
el funda- 


adas en ree 


adro constituye 


rmulas de 
mento del Cáleulo vectorial integral. 


Las tros f 


288. — El operador simbólico de Hamilton. 

Extrañará al lector que operaciones tan diversas como son cl gradiente 
de un escalar, la divergencia de im vector y el rotor de un vector se designen 
por notaciones tan análogas 


Du ; DF o bien DIW ; DXI 


Esto responde al significado del simbolo operador de Hamilton D, que 


so dofine abstractamento as 


` D= (Di Dy D: 


E) En realidad pueden adoptarse las componentes opuestas y el carácter 
vectorial es, por tanto, convencional, ya que su sentido no está determinado. 
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Si convenimos en considerar la derivada унш como un producto simbólico 
de Ds por la función u, y análogamento las otras, resulta que el vector simo 
bólico D puedo multiplicarse escalar o vectorialmente. Si multiplicamos D por 
el escalar u (es decir, cada componente se multiplica por u) resulta el vector 
quo hemos Hamado gradiente de u. 

Si se multiplica escalarmente por el vector (E, n, E) resulta, recordando 
la regla del producto: 

D. w= Dwr 


IS 

es decir, la divergencia del vector I 
Si se multiplica D vectorialmente por el vector ($, n, t) resulta 
DXW = (у En 


es decir, el rotor del campo W, 
Con el símbolo do Hamilton D adoptan las fórmulas nutes obtenidas una 

expresión sintética, usual en los tratados do Física y quo interesa conocer. 
Fórmula del pote 


, w 


Du 


órmula de Gauss: 


som 


ir = fun de 


Fórmula de Stokes: 
Funds = f (DX 1) nde 


En realidad, este símbolo D no es ci mismo do Jamilton, pero es muy pro: 
foriblo ul usado por él, que es el signo lamado nabla: y 


289. — Aplicaciones físicas de la integración vectorial. 

a) 1ТїпрпотхАмтсл. — El movimiento de un #1010 está determinado por 
el campo vectorial (E, n, $) do las velocidades de sus diversos puntos. En 
genoral, estos vectores son funciones de (х. 2.0), es decir, la velocidad de 
las diversas moléculas que pasan por сайа punto varin con el tiempo; cuando 
ln velocidad no dependo del tiempo, el movimiento se llama estacionario, у las 
velocidades (E, y. Y) forman un campo vectorial constante, 

ТД flujo a través de una superficie cualquiera, viene expresado por 1а in- 


togral do 
ШЫ 


ue entra on un ciorto tiempo 
que sale, es decir, el flujo debe 


por una superficio cerrada, debe ser igui 
sor nulo; por tanto su derivada mula, es decir: 


Era 0.0 ома рт о 


Esta es la condición de incompresibilidad do wn fluido: divergencia nula 
en cada punto, 

La divergencia de la velocidad de un flúido es ol coeficiente relativo de di- 
latación, por unidad de tiempo y unidad de volumen. 

Cuando existe función potencial m, las derivadas parciales de E, y $ son 
las derivadas segundas de ы y resulta como cennción de incompresibilidad: 


о simbólicamente; Au=0 


Was uyy H e: 


que es la ecuación de Laplace. 
En el caso del movimiento plano, el flujo n través de una curva cerrada es 


SS (Es E nvrdz dy =f Edy —n.de 
y la ecuación de incompresibilidad 


+= 
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b) POTENCIAL NEWTONTAXO. — Es esto eà ojemplo más importante de 
fuerzas quo tienen función poten 

En efecto, según la ley de Newton, la atracción (o repulsión) do un 
Punto fijo sobro la unidad do masa a la distancia r, viene expresada por una 
fuerza dirigida hacia el punto fijo y do intensidad: 

=k 

Si para abroviar nos fijamos especialmente en el caso del plano, las com- 

ponentes son: ы 


E=/cosa 


Гарт = kafr =—ka (134 ya) E 
з. 

э = f sen a= f.y/r = — ky/r =— hey (кэ + узу 78 

© inmediatamente se observa que ambas son las derivadas parciales до la 

función: 


“=k/r 


La misma fórmula %/r expresa cl potencial en el caso de tres dimensiones. 
Por tanto, cl trabajo do la fuerza atractiva a lo largo de una curva cual- 
quiera es: ВИ — М/т siendo r y т” los radios vectores de los extremos; y el 
trabajo а lo largo de un contorno cerrado cualquiera es nulo. 
meinles son esferas cuando hay una sola masa y 
son superficies cuya ecuación es X.ki/ri = 0 cuando hay varias 


с) Котокез DE UN CAMPO VEOTORI 
== , а=} та fy 

Cuando estas tros funciones son idéntieamente nulas cn todo cl campo, 
existe una función potencial ш de E, n, E y por tanto la integral de la expre: 
sión 8.02 + 9.dy +G.de n lo largo de cualq ruda es nula, Con- 
sidercmos ahora el caso general en que no exista potencial; law tres funciones 
P, 4, т sòn componentes de un nuevo vector que hemos llamado el rotor del cam- 
ро W; otros lo llaman torbellino, curl, vórtice, ..... 

So demuestra inmodintamento que la divergencia de un rotor es nula. 

Si el rotor es nulo сп todos los puntos del campo, el movimiento se llama 
irrotacional; cutonces existo función potencial y el flujo a través de toda 
perficio cerrada es nulo. Si en algunos puntos aislados no ев nulo, el flujo es 
о no nulo según que la superficio contenga о na vórtices en su interior (*). 

En efecto, la carencia de vortices, o sen la anulación del rotor en todo 
punto, equivalo, como hemos dicho, a la existencia do potencial en todo punto 
del recinto, sin excepción (por la igunldad de derivadas eruzadas); por tanto, 
la divergencia del vector JP es 


— Formemos las oxprosiones: 


le. 


DW = Au =0 


y, como el flujo vieno expresado por la integral triple de la divergencia en todo 
21 recinto, resulta nulo el flujo total. En cambio, si hay puntos en que el 
rotor no es nulo, la integral do la divergencia cn el entorno del punto no es 
mula; у, en general, cl flujo total a través de la superficie que encierra vór- 
tices, no será nulo; pero, si huy compensación, puede resultar nulo. 

d) Teoría DE za үїлзтїстрар. — En la Teoría de la Elasticidad, cada 
deformación do un cuerpo da origen а un campo vectorial formado por los 
desplazamientos de sus puntos; а cada punto le asignamos como vector 
#W (E, m $) el que lo transforma en su punto homólogo. 


(*) El significado físico del rotor para dos variables, como velocidad 
media de rotación de las partículas en torno de unn dn ellas puede verse on 
muestro Resumen de ia Teoria de las funciones anaiilicas y sus aplicaciones 
Sísicas. Buenos Aires, 1918. 
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El flujo a través do wna euperficio 5 representa en este caso cl volumen 
do materia que pasa por esa superficie en la deformación, es decir: el ўлете- 
mento encerrado por la superficie considerada &; luego la dilatación (positiva 
o negativa) sufrida por una porción do cuerpo viene expresada por la integral 
de In divergencia: FDIF.de sobre todo el volumen. 


299. -— Funciones analíticas. — Problema de Dirichlet. 

Hemas definido en (119) la función analítica de variable com- 
pleja por la сопе y derivada únie; en cada pun- 
inte A/A: tiene li ndependiente del Arg, Az, 
cilmente que lo condición neecsaria y suficiente pa- 
та que la función w= иб. ну A- б (к уу alítica es que so 


би de to 


to, es decir, el enei 


e demuestra 


iquen las iemaldades de Canely -R 
w=, А a 
Drosiración, — Al incrementar = resultas 
А = А Ay Aw = An + іде 


Si el punto 2 se mueve paralelamen 
como derivada en da dire 
= AY, resulta la derivada 
Como ambas derivatu» debon sor igun ualando las partes reales o ima- 
marius resultan las igualdades [1]. Qy 
de vere en cuntquier tratado de Análisis. 


al eje z, es docir, si es Ay = 0, ro 

ión æ el númer Wg ite 

on In dirección vertical, es decir, в) es Az= 0, 
ЕЕ ye 


punto с 


Aplicación en Дегеним 


Lar teoría de la sustentución de un а 


w ejemplo muy importante ale ap an 


movimiento 


cto lel nln está definido por el vector velo 
dal Wor. r) de айа parti А jos en cl perfil 
ntos: 


La primera expresa la incompresibilidad del aire, hipótesis udmisible, aum 
рага las velocidades actualmente logradas. La segunda expresa la irrotacionali- 
dad del flúido, esto es, la ausencia Je torbellinos 
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la analogía con las ecunciones [1], у 
sin más que exmbiar el signo de т. Resulta, pues, que u — 
lítica de 25 esta fun conjugada de la velos 
cidad complejo, 

La función f(2) р 
to real (7, y) cumple las condiciones 


inciden con ellas 
ca función ana- 
ай fisica, so Nama veto- 


potencial complejo; su par- 


эк» у= 
Iw 


о es el potencial del campo vectorial Y 
La otra componente (7, y) determina el hs 
ción es: plr, y) = С. 


se Iama potencial de velocidades. 
de líneas de corriente, cuya осш 


Toda ln teorin se desarrolla cómodamente medinnte funciones complejas. 
Asî, la presión del aire sobro el nla, o sen ln sustentación, viene expresada por 


la integral de ws sobre el perfil; esta es la primera fórmula de Blasins; y 
análogumente se expresa su momento. Así ве demuestra que esa presión es pen- 
mal а la circulación, Este 


perdieular a la dirección del movimiento y propor 
es el teorema enpital de Kutta y Joukowsk 
aquí esbozada puede estudiarse en muestra 


Kouución de Laplace. — Algunos problemas fisicos citados y otros varios 
conducen al estudio de la ecuación de Laplace para tres variables; эп teoría 
puedo estudinrso en cualquier tratado do Análisis (Picard, Goursat, Vallée- 
Poussin), 

Jay un enso importante; son los movimientos Иашайов planos о do dos 
dimensiones, es decir, aquellos en que todas las partículas situadas en una 
misma vertical so muevon de igual modo; basta, pues, considerar las coordena- 
das (2,5) y la cenación de Laplaco so reduce a dos términos. Para este сазо 
os muy útil la aplicación de funciones do variable comploja, como explicamos 
^ continuación: 

Bea (х,у) una función armónica, esto es, que satisfaco a la ecunción do 
Laplace Ды (ж, y) = 0 en un cierto recinto Ж del plano (7, у) y ofoctuemos una 
transformación conformo de Æ mediante una función analítica cunlquiera que 
lo transforma en otro recinto R’; trasplantando los valoros "(x,y) sobre los 
puntos homólogos (27,9) resulta otra función v(a",y)en B’, que también sa- 
tisfaco а la ccunción de Laplace, como fácilmente во demuestra, Esto во ex- 
presa diciendo: la ecuación de Laplace es invariante respecto de las trasforma- 
ciones conformes 

Por tanto: para construir las líneas cquipotenciales y las Incas de fuerza 
(о bien las líneas de corriento si sd trata del movimiento de un fluído) en un 
recinto, basta transformarlo en еїтешо, o en semiplano, construir en éste las 
líneas y dibujar sus homólogas en el recinto dado, 


Fsemrio: — En un estanque semicircular (n. 118) hay una fuente А y 
un sumidero B; si ве trasforma en semipleno (fig. 3.) las líneas de corriente 
воп las rectas del haz А y sus trayectorias ortogonales las semicirounferencias 
de centro A; sus trasformadas en ci semicírculo son los arcos АВ de cireun- 
ferencia y otro haz ortogonal. ш 
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NOTAS 


Fórmulas de Green.—Si en la fórmula de Gauss so eligen como funciones: 
В 
af Вар бак F By 4 ye) = мен 
pues la expresión del paréntesis no es sino 1а derivada de v según la normal 
exterior y designumos por wp la derivada según la normal interior. Por otra 
parto, la divergencia св en este caso: 
Eat wyt Ea = MOTA vya зе) -H 


Wer H yy Fae 


EA 


төз 


y designando estos paréntesis por Av y Du.Dv, resulta: 
Sue т у Du.Dedr = — 
Análogamente бадие 7 De.Dudr 


f ww de 


f on de 


y restando resulta la fórmula de Green: 
у (б-де волна = -— у [i аа] de 15) 


Eu particular sí se supor 


— vn do 
formula de Green para una sola 
Si v es armónica (Av = 0) resulta 
fondo =0. 
La integral sobre una superficie cerrada de la derivada según la normal 
de una función armónica dentro del recinto es nula. 
Si u es armónica y 


cualquiera 
Suat dr =— f [ue 
Funciones de Green, — Se llama fune 
tiene en su interior un punto 0, а w: 
diciones: 
1. Es continua ella у sus derivadas en todo el recinto excepto en el 
punto 0. 
2,5 La función G -|- 1/r es continua, incluso en el punto O. 


3.* En todo el recinto es AG 


— wn) de 


de Green en un recinto que con- 
wción G(z, y, 2) que cumplo estas con- 


45 En la superficio es G = 
La función G = — 1/7 cumple las condiciones 1.2, 2.*, 3,*, según es fácil com- 
probar, poro no satisface a la 4. 
El problema de Dirichlet. — La determinación do la función de Green de 
un recinto es caso particular del problema de Dirichlet: caloular la función 
(а, y) que en el interior del recinto satisface a la couación de Laplace Aw = 0 
y en el contorno toma valores prefijados. 

Si el recinto во transforma en circulo por una función de variable com- 
ploja, basta resolver el problema para el círculo mediante la integral de Poisson, 
СУ, р. oj, nuestro Resumen de la teoría de las funciones analíticas y sus apli- 
caciones físicas). Esto valo solamente para el plano. 
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291. — Ecuación diferencial de un haz de curvas. 

Una ecuación p(z, y) = 0 entre las coordenadas £ e y repre- 
senta una curva; pero si en la ecuación figura un parámetro с, la 
ecuación p(z, у, с) = 0, para cada valor que se fije a с (dentro de 
un cierto intervalo) representa una curva, Obtenemos, pues, infini- 
tas curvas que forman una familia simplemente infinita o haz de 
curvas. 

Por cada punto (zo, Yo) del plano pasa, en general, un número 
finito de curvas de la familia, pues la constante с queda determi 
nada por la condición: (Zo Yo» c) == 0, de donde resulta el valor 
o valores de с que sustituidos en la ecuación p(z, y, с) = 0 dan una 
o varias curvas, o bien ninguna, Para algunos valores excepcionales 
(ж, у) la ecuación puede satisfacerse idénticamente cualquiera que 
sea с, y entonces pasan todas las curvas del haz por dicho punto 
(2, y), el cual se Пата base del haz. 

Dada la ecuación y —=q(x,c) de un haz de curvas es posible 
obtener una ecuación que carece del parámetro ¢ y que relaciona 
Ја æ de cada punto, la y y la y’, es decir una ecuación que expresa 
una propiedad geométrica de cada punto y su tangente, para to- 
das las curvas del hi 

En efecto, si derivamos la ecuación: у = ф(2, с), resulta: 
y'= Ф (z,c); fijado с, рага la curva correspondiente se verifican 
simultáneamente ambas condiciones y, por tanto, se verifica la que 
resulta de eliminar с entre ellas. Resulta así una ecuación: 


F(z, y.y’) = 0 


a la cual satisfacen todas las curvas del haz. Esta se llama ecuación 
diferencial del haz. Esta ecuación se llama de primer orden porque 
solo figura en ella la derivada primera. 
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Bl problema inverso: dada una ecuación diferencial cualquiera 
obtener todas las funciones que satisfagan a esa ecuación, es decir, 
integrarla, lo tratamos en los párrafos siguientes. 


Esempio 1,5 — Sean las curvas 77 
pasa una sola cireunferencia del haz. 

Dorivando resulta: ¥} yy =0 y como no contiene el parámetro, по es 
necesaria la eliminación; esta es la ccuación diferencial del haz, 1а cual expresa 
la propiedad geomótrica у” = — 2/0, es decir: la normal a cunlquior curva del 
haz en un punto cualquiera 4 es el radio correspondiente O4. 

EsempLo 2% — Si la ecuación es (2—a)24 y2 
plano pasan dos cireunferencias del haz. 

Derivando resulta: 2-—a-+yy'=0, y eliminando a so obtiono la ecua- 
ción diferencial del haz: 


тз, Por enda punto del plano 


, por cada punto del 


ууз фу 


292. — Teorema de existencia de las ecuaciones de primer orden, 

Una ceuación cualquiera F(z, y, y) — 0 que liga la variable т, 
la función y, la derivada primera y”, se llama ecuación diferencial 
de primer orden para distinguirla de las que contienen las deriva- 
das de órdenes superiores y”, y”, ete., que se Патап ecuaciones di- 
Torenciules de segundo, tercero .. orden, las cuales estudiare- 
mos en capítulos siguientes. 

El problema do encontrar todas las funciones que satisfacen a 
la ecuación es el inverso del resuelto en el número anterior y se 
Пата integrar la ecuación diferencial. Geométricamente tiene este 
significado: encontrar la familia de curvas que tienen una cierta 
propiedad geométrica entre las coordenadas de cada punto y la tan- 
gente en él. 

i la ecuación diferencial de primer orden cumple la condición 
exigida en (205), para despejar las funciones implícitas, puede es- 
eribirse en la forma explícita 

y —f(c y) 


siendo f(x, y) una función uniforme de х,у; pero cuando y” sea 
multiforme se obtendrán tantas ceuaciones diferenciales como so- 
luciones tenga la ecuación resuelta respecto de y”. 

Suponiendo y uniforme y fijado un punto (2, Yo) ordinario 
de f(2,y) (°) resulta, pues, un solo valor y’, dado por la ecuación, 
y derivando resultan los у”, y” ....; por tanto, para otro valor = 


(*) He aquí la definición general que de ellos puede darse: 
El punto (2,3) es ordinario cuando f(x,y) admito un desarrollo on serio 
según las potencias de х — Ze у — Yo, es decir, cuando el resto de la fórmula 
de Taylor tiendo a cero para я > oe. 
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«cualquiera, la función buscada queda determinada por la fórmula 
de Мае - Laurin: 


(= 


Yo, (2—20) y”o 
کک‎ 


у= 11 21 


Recíprocamente: Cauchy demostró (ver cualquier tratado mo- 
derno de Análisis, por ejemplo, Goursat, t. 11) que esta serie con- 
verge y define por tanto, una función de x, que satisface a la ecua- 
ción diferencial dada. Se exceptúan aquellos puntos (xo Ya) еп los 
cuales no está definida la función f(x,y); por ellos по pasa nin- 
guna curva del haz; y también los puntos singulares de f(x, y) por 
los cuales pueden pasar infinitas curvas. 

Una «ecuación diferencial y'= f(x,y) tiene infinitas solucio- 
тез; cada una queda determinada fijando el valor y, de y que co- 
responde a un valor £= xy. O sea: por cada punto del plano (o de 
la región del plano en que f(z, y) cumple las condiciones impuestas) 
pasa una curva y sólo una que satisface a la ecuación diferencial. 

Toda expresión y —«p(x, с) que satisface a la cenación diferen- 
cial, cualquiera que sea el valor de la constante с, se llama integral 
general de la ceunción, si fijado cualquier punto (x, Yo) que sea 
ordinario para la función f(x, y) existo un valor de с, y por lo tan- 
to una curva integral, que satisface a la ceuación y pasa por el 
punto elegido. 

La integral general da, por consiguiente, todas las soluciones 
de la cenación que pasan por los puntos ordinarios de la función 
fiey): pero si esta función no es uniforme, por los puntos llamados 
de ramificación, es decir, por aquellos en euyo entorno hay dos о 
más funciones que se confunden en dicho punto, pueden pasar va- 
rias curvas integrales del haz; y aun otra distinta, que estudiare- 
mos más adelanto, y se llama integral singular. 


Езкмттов. — La ceuación y =/y considerada en el Ej. 1 del párrafo 
anterior cumple las condiciones impuestas en todo el plano, excepto en el ojo =. 
En ol ejemplo 2.* la ecuación diferencial se descompone en dos: 


угу ут=уғ 
y=+ —— y == —_— 
y y 


(°) Un punto puedo ser singular aunque esto no se note en el campo 
renl; por ejemplo, es singular cl punto (0,0) en la función 
1 


EES 
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las cuales representan, separadamente, los dos huces de semicircunferencias que 
indica In figura 2"; pues en la primera ecuación diferencial tiene y el mismo 
igno de y, es decir, es positiva sobre el eje z y negativa debajo de él; y lo 
contrario sucede en la segunda ecuación. 


Obsérveso que por cada punto interim de la zona limitada por las rectas 
y=1, y = —1, pasa una curva de cada haz y sólo una, pues en сайи semi- 
circunferencia se excluyen sug extremos. 


293. — Trayectorias ortogonales de un haz de curvas. 

Dada una familia do curvas «р(х, y, 0) =0, se Пата traycotoria ortogonal 
n toda curva quo las corta 

Formemos 1 
presenta la familia d 
buscada ев: 


dy 
az 

iondo y' ol coefícionto angular de la tangente а la curva del haz, Por tanto, 

еп vez de y = dy/dx sustituimos — = — dz/dy, tenemos la ecunción dife- 


rencial de las curvas ortogonales: 
£(2,y,—x) =0. 


Eegla práctica. — Se forma In ecuación diferencial del haz do curvas, se 
permutan dz y dy cambiando el signo а uno de ellos y so tiene la ecuación di- 
ferencial del haz do curvas ortogonales al haz dado. 


EJERCICIOS 
1. — Obtener por la serio do Mac-Laurin la integral general de la ecuación 
=y+z. 
2. — Obtener el haz do trayectorias ortogonales de todas las hipórbolas. 
тус. 


3. — Idem de las parábolas de eje z, foco О, y parámetro positivo. 
(Resultan las parábolas del mismo eje y foco, de parámetro negativo). 
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294, — Ecuaciones con variables separables. 
Cuando la ecuación tiene la forma: 


dy p(z) 
dz piy) 


se separan las variables así: (z) .de = p(y) dy, е integrando am- 
bos miembros, si ®(z), W(y) son dos funciones primitivas euales- 
quiera, tenemos: D(x) —W(y) +c que es la integral general. 

En esto tipo queda incluído el caso en que la ecuación no con- 
tiene z, y también cuando la función no contiene la y, pues y’ = f (2), 
es ol сако de la integración ordinaria. 


Barro 1.9 — Curvas que tienen In subtangente constanto К. Es decir: 
51 = Y/Y =k de donde: — dx=k.dy/y o integrando ambos miembros resulta: 


x=kty+ko ока: ус È 


que es In ceuación de la familia de curvas buscadas. 


Obsórvose que cada curva se deduce do otra bien por traslación (incremento 
де з) о por afinidad (multiplicación do y). 


те de «Ellas laa coreos que tien Di deta, ваме E 


8,2. =p 

ydy=pdz 2. hye =p о 
La integral goneral es, por consiguiente 

y? = Spr 4- 2e 


luego las curvas que tienen la propiedad dadu son las parábolas de ejo s y 
Parámetro р. 
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295. — Ecuaciones homogéneas en x, у. 

Cuando la función del segundo miembro es un cociente de dos 
funciones homogéneas del do, o sea es una función de 
(2,4) que no varía al multiplicar æ e y por una constante arbi- 
i f(x, y) sólo depende del valor del cociente y/z = г, 
es, en realidad, una función p(= a sola variable 2 y haciendo 
el cambio de la y por la z resulta: 


traria, єз decir, 


de 


y=: ; dy meds edz 


y sustituyendo, la ecuación se transforma así: 
2.de = [p(2) — 2] de 


de donde resulta, separando la 


Pl) —= 
y después de integrados ambos miembros ве restablece el valor 
2 m н/е quedando una ecuación en <, y, ¢, que es la integral buscada. 


Езкмтгө 1. — Sen Ia counción 


pongamos: ya = 


— e+ угу z 


пасі £ so integran fácilmente ambos miembros у rosulta. 


mdo: # УІ 

= (EH VIC г) FU: (e + VI Fe) +o 
reemplazando t рог su valor, so tieno la ceuacién do la familia do curvas bus- 
cadas. 


EJEMPLO 2. — Curvas cuya subtangente en cada punto es la media arit- 
mética de las coordenadas del punto. 


La ecuación es: 2y.de = (x -+ y)dy 
y ofoetundo el cambio de variable y se transforma asiz 

зе.4к = (1 + e) (z.ds + 2.d2) 
tables: 


у soparando las y 


dz а +24: 
Tia 


Integrando resultan las parábolas: y =o(2—y)2 
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296. — Ecuaciones lineales. 


Se llaman ecuaciones lineales incompletas а las del tipo. 


yH Plz). y =O окса: y/y=—P(z) 11] 


Si llamamos р(х) a una función prin 
integrando los dos miembros, sule: 


tiva enalquiera de P(r), 


ly == — р(х) +le, de donde: yc cr” 


integíal general de la ecuación lineal incompleta. 
La ecuación lineal completa (con segundo miembro) es de la 
form; 


y+ Py = Q(z) 12] 


Hagamos: y = u.v, y esta ecuación toma la forma: 


ми мо Роне 9 

о зва: ибо + Po) ио Q 

el primer término del primer miembro es igual a cero si elegimos г 

de modo que sea 27 4- Po=0, para lo cual basta tomar к=! 
Ф: Qe 


е integrando, sale: u <= f Quid de + C. 
Luego la función y — tv, o sea la integral general de la еейи- 
ción, es: 


yerno | Quo de Cl 


Yymurio. — La intensidad Z de unn corriente alternada, en el momento ¢ 
viene expresada por la ley do Ohm: 
Esen wt = RI + LI ° 
siendo E la fuerza electromotriz máxima, w la frocueneia, F Ja resistencia, L el 
cooficiento do autoindueción. 
Aplicando la fórmula general de las ecuaciones lineales y rocordando las 


integralos del tipo fert.sonwt.dt, ya calculadas on la pûg. 189, resulta, Ia- 
mando r= Е: L, la expresión: 


1 = E(r.sen wt —10.cos wt): L(w2 + 12) + Ce-rt 


que вө compone de un sumando periódico y otro que decrece rápidamente, 


tograr la ccuas 


Cosa Y. 


: y+ 2y 
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297. — Ecuaciones de Clairaut. 
La ecuación de todas las rectas del plano (excepto las paralelas. 
al eje y) es: 
у= сх +4; 


pero ві los coeficientes по son los dos arbitrarios, sino que están li- 
gados por una relación a — a(c), tenemos una familia simplemente- 
infinita: y == cæ + а(с) pues contiene una sola constante. 

La ecuación diferencial de este haz se obtiene así: derivando- 
resulta y’ «= с, y eliminando с resulta 


и У + aly) 13] 


Las ecuaciones diferenciales de este tipo se llaman: ecuaciones 
de Clairaut. 

Recíprocamente: toda ecuación de este tipo tiene por integral 
general las rectas y = сх + a(c) puesto que éstas la satisfacen, co- 
mo acabamos de ver. 

Como en estas ecuaciones по es y' función uniforme де (z, y), 
no es aplicable el teorema de existencia, y además de la integral ge- 
neral puedo haber otra integral llamada singular, envolvente del 
haz de rectas, que se obtendrá como se vió en (243). Volveremos 
sobre este concepto en (303). 

EJRMPLO. — Ecuación diferencial de las roctas que son cortadas por los 
ejes х,у en sogmentos de longitud constante X 
ota ; даро = 

La ocunción diferencial es por tanto: 

у= у= + ky vy" 

Nora, — Ho aquí otro método para deducir 
«Еһ singular: derivando [3], so tiene después de 

Y le+ain=0 
Si es y” = 0, resultan las rectas ya obtenidas. La anulación del otro factor 


A otra ecuación; eliminando y’ entro ella y lo propuesta, resulta una curva, 
ате sogún (243) ов la envolvente del haz de rectas y по llama integral singular. 


298. — Ecuaciones de Lagrange. 
Si en la ecuación [3] el coeficiente de x no es precisamente y”, sino una 
función de y”, resulta la ecuación do Lagrango: 
y=a(Y)24+B(y) 141 
Adoptemos como variable independiente у = t, siendo, por tanto, z e y fun- 
ciones de t; para determinarlas, derivemos respecto de z y resulta: 
= a(t) + a (Oz pun. 


а= x ck/ V1 e 


1 


integral general у Ja solu 
implificar: 
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Si ahora adoptamos ¢ como variable independiente, es decir, si determina- 
mos cada punto de una curva integral por su pendiento, es z función do f, sien- 
do # =1:1, y la ecuación se transforma así: 


OO) 
2 =x(1,0) como ya se explicó; teniendo despejada ж, 


que es lineal y determi 
la ecuación [4] determin: 


y=a(0x(t,0) +B) 


paramótrica. 
j es precisamento el саво, 


y obtenemos asi las curvas integrales єп fo: 
Hay un caso do excepción: cuando sea a(t) 
ya cstudiado, do las ecuaciones de Clairaut, 


EJEMPLO, — Sea y = x.y у>. La cevación lineal que determina 2, o8: 


СЕГРЕ 
о sen: 

ЕЕ 
cuya solución general es: 

а= (0-34 


=0 


— t): (6—1)? 
у Ine ceuaciones paramótricas do cada integral son: 

z= (042—210): (t—1)? 
+з + (о 0а — зу: 2(1—1)2 


y 


299. — Ecuaciones de Bernoulli. 
Una generalización de las ecuaciones lineales incompletas es la siguiente 
de Bernoulli: 


y = А02)" + B(2).y 15] 


un cambio до variablo quo ocurro inmediatamente es este: 


уг у. утта, game 


Si dividimos por sm-1 queda despejada 27 y el exponento de z ss reduce а 1; 
sólo falta quo desaparezca ol exponcuto de > сп el último término, para que 
la ecuación sen lineal y рага ello basta clegir m do tal modo que 


m—(n—1)=0  m=—1:(n—1) 


resultando la couación lineal completa: 
тыг =4(2) + Bz) 16] 


у una vez integrada ésta, so deduce inmediatamente y. 


Eseuro, — Curvas tales quo la ordenada del punto de intersección de la 
tangento con el ejo y sen proporcional al cuadrado do la ordenada, 
Como la abscisa del pie de la tangente са y —2y, resulta la ecuación: 
y— ry = ky 
quo es del tipo n=2 do Bernoulli; se reduce a lineal sustituyendo: 


sany 
ehars 


троя 


yei kr) ms 


que tienen la asíntota fija y = 1/0 


la otra puralcla ай eje y. 


300. — Ecuaciones de Riccati. 


Ocurre im 


intamente hacer tan 


la generalización de 1а ecuación 1i- 
cul completa agregando un término уч; pero tales ecuaciones ya no se pueden 
resolver 2. Tales 


т enadenturas; тї aun 


cra en ol caso más sencillo n 


venaciones: 


Y =A 


(туу i Cle) {71 
е completamente cuando se conoco una 


so Патап do Riceati, y xo pueden resol 
integral particular p; pues sust 


mdo у 


+=, resulta la mueva cenación: 
il = At Н. Û CF ges e Аз Û Be 


qne se simplifica por sntisfacer y, а la ccunción [7], resultando: 

Am -i Вуг + Аса 

que no es limat, poro se hace lineal dividiendo por s2 y poniendo Y 
pues se obtiene 


r= 


(24y, 1 BY —A 
Integrada ésta, se deduce la integral de [7] mediante la fórmula do trans- 


formavión: 


18] 


simo. — Una solución pa 


es y ==, y con la sustitución у= 


a 


enya solución penent es 
y 


ауле Су = йл -b Сла 

Nora. — May una gradación interesanto en las ecuaciones lineal incom- 
Pleta, lincal completa y do Riceati. En la primera ol cociente de dos integrales 
cualesquiera y: y, es constante; en la segunda es constante el cociente de di- 
ferencins o razón simple (у, =~ №) : (9—03): y, por tanto, la razón doblo de 
cuatro integrales cualesquiera „por ser cociente de dos razones simples; finnl- 
mente, como la transformación lineal [S] conserva los valores de las razones 
dobles, como hemos demostrado en la lección 28 resulta: la rasén doble de 
cada cuaterna de integrales de una couación de Ricoati es constante. 


En 


ERCICIOS 
Integrar lus siguientes ecunei Чайын: 
yoyo іу — y dy= (241): 
"зил VIF „ 9 ау 
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301. — Integración de las diferenciales exactas. 
Toda ecuación de primer orden y” =f(x,y) puede ponerso en 


la forma: 
Play dz + Q(x, y)dy —0 mu 


se puede adoptar, por ejemplo: 


P=—f(zy) , Q= 


o bien, se puede multiplicar o dividir P y Q por cualquier constante 
o función de x,y, que no sen idéntica a cero. Precisamente en esta 
indeterminación, que permite multiplicar por un factor convenien- 
to, se funda el método que se llama del factor integrante. 

«ue existe un potencial: es de- 
sta una 


Consideremos primero el caso є 
cir, que eumplida la condición de las derivadas eruzadas, ex 
función U tal que: U’, =P, U’, 0. 

Entonces el binomio del primer miembro es una diferencial 
exacta: dU(z, y) —0 y por tanto debe ser: U(z,y) =e. Como 
esta función satisface a la ecuación diferencial y contiene una eons- 
tante arbitraria, es la integral general. 

EJEMPLO. — Sen la ecuación diferencial: 


dy ж? —2лу 
E сыйа 
азба — 22y) — ay (aa + 1241) 


So cumplo la condición: Ру = Q's, luego [1] es diferencial exacta, y exis- 
to la función potencial U tal que: 


12] 


о. 


Do [2] sacamos: 


do donde 


luego la integral general U es: 
U=— ry y3 —y 42/80. 
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302. — Cálculo del factor integrante. 

Cuando la expresión dada Pdz -|- Qdy no es diferencial exacta, 
multiplicando por un factor conveniente ф(=, у) se puede conse- 
guir transformarla en diferencial exacta. El cáleulo de dicho factor 
integrante no es fácil en general; pero hay casos en que se obtiene 
inmediatamente, como vemos en este ejemplo. 


EseupLo 1.7 — El primer miembro de la ccuación 


zdy—ydz=0, 

ло os diferencial exacta, pero multiplicado por 1/xy so convierte en: 
dy аг 
у уш 


que гн la diforcucial exacta де: 1y — lr, luego ln integral ропега do In ecuación 
lada es: 


ly—=te=le , ома: y 
Eseuro 2.7 — Mús general: en lus ecuaciones del tipo: 


my. de + n.2.dy =0, 


el primor miembro se hace diferencial exueta del producto жт yn multiplicando 
por el factor zm-x yn-2, pues resulta: 


(mama) yn de q zm (n. yn-1)dy = den улу = 


y ln integral general өз: xm yn = С. 
Concepto de entropía. — Ejemplo de expresión quo no ев diferencial exacta 
ex In obtenida en lección 09: 


Ад = (со.ар -+ Cp.dv): В 
que expresa cl incremento total de energia de un gas al pasar del estado (р, v) 
al (p+ dp, v +d) por un camino prefijado; si no so fija éste, enreco de 
sentido oseribir 40. 
El factor integranto es en este caso ішпе 
1 к 
7 
y multiplicando por 6 resulta la diferencial de la función 8 = о.1р + C.le que 
so llama entropía, y que es función dol estado, es decir, do las coordenadas 
(uP), estando determinado su valor salvo una constante aditiva. 


303. — Integrales singulares de las ecuaciones de 1er. orden. 

Cuando la ecuación f(x, y, y’) «= 0 da origen a dos o más fun- 
ciones uniformes y’ = f, (2,4); y’ =—=f.(z, y), como ha sucedido en 
el ejemplo de (292), resulta que además de la solución general 
y —«(z,c) puede haber otra solución y = (=), que se Пата in- 
tegral singular. 
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Así, en dicho ejemplo segundo, las funciones y == -+ 1, y =—1 
satisfacen a la ecuación diferencial y, sin embargo, no están incluí- 
das en la familia de cireunferencias de radio 1 y centro en el eje z, 
definida por la integral general. 

En efecto, obsérvese que al descomponer la ecuación diferencial 
iendo la ecuación de segundo grado respec- 
'aíees coincidan, es 


en dos uniformes, resol 
to de y’, hemos exeluído el caso en que ambas 
decir, los puntos en que sea: 


Vi—y*=0 озеп у 221 

Estas rectas sou las envolventes del haz de cireunferencias, es 
decir, son tangentes a todas ellas. 

Más general: si la familia de curvas «р(х, y, ¢) «= 0 está repre- 
sentada por la ecuación diferoncial f(x, y, y’) == 0, la envolvente do 
las curvas es una integral singular. 

En efecto; por cada uno de estos puntos de la envolvente pasa 
una curva del haz, tangente a clla y por tanto: la z, la y, y la y”, 


son las mismas de esta curva у por tanto satisfacen a la ecuación di- 
ferencial. 


304. — Líneas de fuerza de un campo vectorial. 

Dado un campo vectorial do componentes [X(x, y), Y(x,y)] Ins lucas do 
fuerza. están caracterizadas por Ja condición do que en cada punto la tanga 
to ов el vector correspondiente, ев decir: tieno por cooficiente angular: 
Y (a, y)/X(z, y) luego la ecuación difercncial de las lineas de fuerza del cam- 
ро vectorial es: 


dy _ Убу) 
az xaw) 
© abroviadamente: 
o Ydz— Хау = 0 


El caso mús importante se presenta cuando se verifica: 
12] Ху=<у', 
pues entonces existo una función potencial U del campo, es decir, tal que las 
componentes son las derivadas parciales: 
13] X=". , Y=0y 


y la ecuación de las líneas equipotenciales es U = constante. 
La condición necesaria y suficiento para que la expresión [1] sea dife 
rencial exacta es 


14 
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Entoneos existo un potencial У tal que: 
a X=V'y 


y la ecuación do las lineas de fuerza es; F = constante, y sustituyendo en [4] 
los valores [3] resulta: 
AU=0 


ES 
Análogamento, sustituyendo en [2] los valores (5) resulta: 
Ра 0 os AF =0 


conjugados) satisfacen а 1а ecua- 


os decir: los dos potenciales (que ке Mam 


ción de Laplace. 
De [3] y (51 resulta: las curvas cquipotenciales U = const. y las lineas 


е fuerza V = omst, son ortogonales. 
Ешки. — Sen el сатро vectorial: 
Хау Y =—22y 
quo cumple la condición de las derivadas cruzadas; luego existo un potencial U, 


tal que: 
2 


=a , Uy=—2y 7. б< з ye Fe 


'ambión existe un potencial conjugado Г, tal que: 


2y , Руза ү. V= aty- 


nne 


les U = const. y las noas de fuerza 


Pe 


Dibüjense las ewrvas equipotone 
V = const. 


NOTAS 


Sobre «t factor integrante. 
Conviene nelarar el verdadero aleanco de este concepto, pues pudiera ercorso 
en su eficacia para la integración de ecunciones de primer orden. 
Suponiendo Q=], pues basta dividir por Q para lograrlo, la condición 
para que el producto (P . de + dy): sea diferencial exacta es: 


Py 


Р, 


a veremos en (325), 


n derivadas parciales enya resol 
s cuales es 


so reduce а la de mn sistema de ecuaciones ordinarias, unn de 
precisamente la: propuesta, 

Que en algunos сизоз se encuentra cl factor, no es extraño; son aquellos 
en que se conoce la integral general F(z, y) = €, pues ambos problemas son 
equivalentes. Conocida F, la veuación diferencial puede escribirse en la formi 


ecuación lineal 


Fede Ву dy=0 luego 2= Fy 


Estrcicio. — Obtener el factor integrante de la ceuación lineal y de la 
ecunción homogénea. 
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305. — Método del desarrollo en serie. 

No existe método general para reducir una ecuación diferen- 
cial a cuadraturas (esto es, a integraciones ordinal de funciones 
de una sola variable); pero la integral general existe siempre que 
se cumplan las condiciones (292) y está representada por la serie 
que allí hemos obtenido. 

Cuando la ecuación dada no sea de ninguno de los tipos ele- 
mentales integrados en la lección 69 por cuadraturas ¿habrá de abor- 
darse su integración mediante la serie [1] anterior, que siempre ге- 
sulta convergente en un cierto intervalo, según el teoroma funda- 
mental arriba enunciado, Obtendremos, pues, un arco de curva in- 
tegral a partir del punto inicial (z, y) а uno y otro lado ;tomare- 
mos uno cualquiera de sus puntos (ту, Y,) como inicial, y repitien- 
do el mismo método obtendremos otro arco y así sucesivamente. 

El cálculo de las derivadas sucesivas ве hace fácilment 


vefi e ГР ТРЫ 
W es FY faye +f" f A 


y tenemos la fórmula final: 
Ay — hf + Ya (fe + [Л + 
R/S! Fea YAA fpf HF IA РӘ) 12] 
que du el valor exacto de Ay correspondiente al Az == h. 


EJEMFLO, — Ecuación: y =y2-+z, con las condiciones iniciales: z= 0, 


y=0. 
y =2уу +1 
у" = 2уу" +2y2 
2y y” + 6у y” 
ут =2y yw + 8y y" + бу"? 
де donde: 


1, w” =0, yav =O, Yor =O, 202. 
=з... 

una solución bastante aproximada es, pues, 1472. En un interalo de 0,1 el error 
cometido tomando este arco de parábola es menor que 0,000001. 
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306. — Método de aproximación de Euler. 

Como el método de desarrollar en serie tiene a veces el incon- 
veniente de la lenta convergencia, o la pequeñez del intervalo de 
validez, se han ideado métodos más rápidos para el cálculo de la 
integral que pasa por un punto dado (£e, Yo). 

El cociente Ay/Az es igual al valor de la derivada en un punto 
intermedio del intervalo considerado; tendremos, pues, en el pun- 
to (лу) un valor aproximado del Ay correspondiente a un inere- 
mento Az admitiendo que y” varíe tan poco en el intervalo Az que 
pueda considerarse como constante. Es decir: 


Ay رل ست‎ — Yo — 


— 10) -f (tor Yo) 


Esto equivale a tomar como curva un segmento de tangente, 
Si en el punto (уу, y,) consideramos el valor que en él toma la deri- 
vada y = f(z, у), caleularemos el nuevo incremento 


Ay == (Ya — зл) ~ (а — 21) (La, Ya) 


así sucesivamente. 

Este método clásico de Euler no es admisible sino como apro- 
ximación grosera, pues la quebrada así formada se va separando más 
y más de la eurva integral quo buscamos. 


ёзкмт1ё. — Si en una corriente uniforme de un canal зо interpone ча 
obstáculo (uu muro por ejemplo) ol fondo del canal по es paralelo а la supor- 
ficie del agus, sino que ésta so eleva formando una curva; la diferencia do or- 
denudas y entre ol fondo y la superficio es y = / (2). 

La ecuación diferencial do tal curva es: 


siendo k un coeficiento de rozamiento, j la pendiento del fondo del canal y 
A una constante. La ecuación [1] puede integrarse por cundraturas. Pero apro- 
ximadamento, puodo integrarse así: la [1] según lo dicho más arriba es: 


Yi 


para un punto z, se puedo medir la altura у, del agua, y se tiene la condición 
inicial del problema. So toma para Az un cierto valor y se calcula ol incre- 
mento ‘Ay que le corresponde. Se tiene un nuevo punto (%,,Y,) con el cual so 
vuelve a operar como si fuera inicial. Se determina así por puntos la curva 
do la superficie del agua. 
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307. —Método de Runge. 

Partiendo del punto inicial (хом) el ineremento Ay corres- 
pondiente al Ах = А, viene expresado por la fórmula [2]. El mé- 
todo de Enler se limita а con 
ción demasiado deficiente, 
los dos primeros y aún los tres. 

La primera fórmula de Runge es la siguiente: 

f-h) 131 
y su significado geométrico es éste: la tangente en A, a la curva in- 
tegral corta a la recta z == з | gh en un punto A, que tiene las 
coordenadas (zo + Yh, ya + Yef.h) al cual corresponde una tan- 
gente; la paralela por A, determina en la recta 7 == ло + h un pun- 
ximadamente pertenece a la curva integral de Ay. 

, desarrollando por la fórmula de Taylor, resulta: 
E A E a А fa A A --.... 


desarrollo que coincide con {2} en los términos k у R°, siendo el 
error de tereer orden. 


iderar su primer término, aproxima- 
miras que el método de Runge da 


= ho fro + Yah, Wo + ¥ 


EsemrLo. — Aunque para funciones algobruicas es más ventajoso el desarro- 
Mo en sorie, ће aquí un ejemplo para indicur la marcha del cálculo, Sen in- 
224 y2 para z = у =0 siendo h = 0,2 


а y / aH Nh yA Mf t 
o o o o 0,002 
ог 0,002 0,04 од 0,006 0,018 


ол 0,020 0,160 05 о: 


0,023 


Segunda fórmula de Kunpe. — Caleúlenso sucesivamente: 
ушын.» ky Ганн, Yo FR. 


es decir: so calcula el ineremonto por la fórmula do Euler; en el punto obte- 
nido se aplica nuevamente, y otra vez en el mismo punto corregido con ol nuo- 
vo incremento k, en voz del k,. El promedio 


к = Ya +) = Al (e, vo) F (te + hs ye А) А 


fOr Yh, we ED. 


da, un valor del mismo orden que el W, os decir, da exactamento los tórminos 
primero y segundo del desarrollo. En efecto: 


f 
LASA ГУ) AMIA Sl + f" mcf) + <. 
ИАР + Ka f'y + AO fes + 2A ka f" ay A Sp) A hm 
EAS FRO + Гу) + efe ayt AnS) + 

HM SIA Л) + 
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y el promedio de k, y А, es: 


к= hf A RUS gl) HF IS yl A) + 
FULL YA LPI) 4 <... 


quo da un crror de terecr orden; pero а nada conduciría obtener esta segunda 
fórmula del mismo orden quo la más sencilla 1, sí no fuera porque combinadas 
ambas, resulta otra do orden suporior, dada por la expresión: 


K = (SF -4 k"): 3 14) 


En efecto „los términos communes а # y X”, subsiston en К; y los tórminos 
do tercer grado producen ésto: 


REPASA 02 А Гау А Г Г) 6. 


que coincido соп el que aparece en cl desarrollo [2]. Luego el error de К os 
de cuarto orden. 


EJERCICIOS 


1. — Integrar por desarrollo 


serie, la ecuación del péndulo: 
6+ 20.соза 
siendo а ol ángulo con la vortical у k= g/l. 

Obtener como primera aproximación la fórmula clomental fF = Sr: Vl, 


2. — Siendo a la amplitud de la oscilación, póngaso 

sen %4 a: sen 14a 

y resulta t expresado por una integral clíptica de primera especie, 
Sea а = 30°; 1=93 y resulta mediante la tabla final: 


асва ; sen 


00% оле рда 
* ي‎ e 


озз. 
10° 


- 1,60 
- 309 


3. — Aplíqueso el método de Euler y cì de Runge al ejemplo anterior, com- 
parando los resultados, 
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308. —Teorema general de existencia. 

Las ecuaciones diferenciales de la Mecánica son de la forma: 
y” ==f(t,y, y!) siendo t el tiempo, y la coordenada que define el 
movimiento, y’ la velocidad e y” la aceleración. 

Asimismo las ecuaciones diferenciales de la Geometría en que in- 
terviene la curvatura (línea elástica, catenaria, ete.) son de segundo 
orden ,es decir, relacionan la variable independiente, la función in- 
cógnita y sus derivadas primera y segunda. 

Consideremos la ecuación diferencial general de segundo orden: 
F(z, y, y, у”) =0. Suponiendo que esta función cumple la condi- 
ción de las funciones implícitas, determinamos: y” = f (£, Y, 11) co- 
mo función de 2, y, y”; por derivación pueden caleularse y”, y", Y"... 
Fijemos un punto (хо, Yo) y demos arbitrariamente el valor y's 


a la derivada en él; las expresiones anteriores determinan: 
Wo YoYo... y, рог tanto, desarrollando en serie de Mac-Lau- 


rin, obtenemos: 


Y Yo + (®— To) y'o + Yala — E0)? у + ++ u) 


que, según demuestran todos los tratados de Análisis, converge en 
un cierto intervalo (*) y, por tanto, representa una función que sa- 
tisface a la ecuación. Este método sirve, no sólo para demostrar la 
existencia de solución de la ecuación diferencial, sino también de 
regla práctica para caleularla. 

Una ecuación diferencial de segundo orden tiene, pues, infini- 
tas integrales y cada una queda determinada fijando un punto y 
la tangente en él, es decir: х,у, y” 

La expresión general, también llamada integral general, con- 
tiene, pues, dos constantes arbitrarias que pueden ser Yo, y, o bien 
dos parámetros libres су, с,, a condición de que se puedan determi- 
nar de tal modo que para un valor dado x, resulten los valores pre- 
fijados Yo, Yo: 


(*) Vêr р. ej, Goursat, vol. IL. Es condición suficiente para la conver: 
gencia do la serio [1] que la función dada /(2, Y, ¥) sen analítica regular, es 
decir, desarrollable en serie do potencias crecientes de sus tres varinbles en el 
entorno de los valores dados (se, Ye Ys” 
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tisface a la ecuación, pero 
determinados €, ea, al fijar 


Una expresión y =f(x, e, ca) que 
no cumple esta condición de qued 
Zo Yo Y'a no es la integral general, 


309. — Tipos de ecuaciones incompletas. 


He aquí los tipos más sencillo 


Ecuaciones у” = const, — Se resuelven por dos cuadraturas, in- 
tegrando dus veees y resulta un trinomio de segundo grado. 


Formemonto neclerado. Si la aco- 


Eseurio, — Ecuación del movimiento n 


oración «в а, 1а ecuari 


n es: 


att a 


yaa sy y at fm. 
conor: 


es Uj da v 


mdo los valores iniciales y, Y, 
ocidad inicial ея и, 


Las constantes а, ве deter 
por ojemplo, la abscisa inicial рага ¢ 


dos veces sucesivas. 


Ecuaciones y” = f (¥). — Basta int 


Horo. — 
uniformemente 


Path у. 


vaciones do un movimi 


мо en quo lu aceleración creer 


E at Fb 


Ecuaciones f" vs fly). == Multiplicándola miembro a miembro 
por y? + dr dy, resulta: 


Y dy =f(yrdy 7. Ya 


y efectuada la integración se obtienes 


=f dy 


y —vely) +e 


que se integra separando variables у aparece“la segunda constante, 


Esturo. — La ecuación del movimiento de un punto atraído por otro 
con fuerza proporcional а la distancia es: 
y = kay ydy сусду 
o integrando salo: 
уз = س‎ ky? 4- (ko)? 


u lo constante arb 


raria; y esta ccunción puedo 


pues зо puede dar cm for 
escribirso asi: 


Si ағ are sen (y/e) 


Resulta, pues, la integral general: 
у= овга (ke +C) 


A este mismo resultado llegaremos por otro camino en la lección próxima. 
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Ecuaciones y” == f (y, y). — La misma transformación anterior, 
que consiste en adoptar y como variable independiente conduce a 
una ecuación de primer orden respecto de la función y”: 


Y dy — f(y, y dy 


que, si se puede integrar ,expresa y” =«(y,c); e integrada esta 
nueva ecuación de primer orden, resulta la función y con dos cons- 
tantes arbitrarias. 


EJEMPLO. — Curvas en quo el radio de curvatura es proporcional а la 
norma). 

Resultan todas Jas cireunferencias simétricas respecto del eje z. 

Ecuaciones y” = f(x,y’). — Adoptaremos y’ «= 2 como función 
incógnita se transforma en la ecuación de primer orden 
27 = f(x, 2); si se sabe integrar ésta, resulta т función de æ con una 
constante arbitraria; y resultará otra al integrar 2 para despejar y. 

En particular, si la ceuación dada no contiene x, siendo del tipo 
y” = f(y) la ecuación de primer orden 2% /(2) se integra sepa- 
rando variables. 


'sEMPLO. — Obtener las curvas cuya curvatura es constanto en todos sus 
puntos. La ecuación so integra muy fácilmente cun el cambiu do varinblo utili 
zado en el púrrafo siguiente, y resultan todas las circunforencias. 


Nora. — Por si el lector observa In ишкс 
viene advertir que aun en casos tan к; ю y” = ту, Y" ту, is вш 
integración exigo recursos de Análisis superior, pues y es mma de unn fun: 

de Bowel y una de À En cambio, uy- elemental el tipo 
ту + polin. en л. 


in del tipo y” = f(z, y), con- 


310. — Ecuaciones lineales de coeficientes constantes. 
forma: 


Se llaman lineales las ecuaciones de li 


ay” + by су 0 121 


Si los coeficientes son funciones de z no se pueden integrar 
elementalmente, sino por series, que dan origen a funciones nuevas. 
Si los coeficientes son constantes, ensaycmos como integral par- 
ticular la expresión у= c" y vemos que la condición necesaria y 
suficiente que debe eomplir r para que satisfaga а la ecuación es: 


а +r +e 0 [3] 


ar? erz | brer e.t =0 о ве 


es decir: la expresión y = с" es una integral particular de la ceua- 
ción si r es raíz de la ecuación algebraica [3], llamada característica. 
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Llamando гу, г, а las dos raíces, cuando éstas son distintas, ob- 
tenemos infinitas integrales por las fórmulas: c,.en* у c,.e%*, pero 
por satisfacer cada una a la ecuación, también la suma es una in- 
tegral, luego: AA 12] 
ез la integral general, ya que fijados xo, Yo, J’, tenemos dos ecua- 


ciones: pe 
э 


Yo суе = + Ca 


Y'o = Cy. e} Ca. 


¿en 
que determinan una integral particular, despejando c,, cı, уа que 
el determinante del denominador es: 


епт 


СДА 
y separados los factores exponenciales, queda: 
r—r,+0 
Primer caso: Raices reales distintas. — La curva tiene una 
rama y se extiende indefinidamente con un solo máximo o ninguno. 
Вкошхро caso: Raíces imaginarias. — Aunque la expresión [4] 
fué definida suponiendo reales las raíces, veamos si en el caso de 
raíces imaginarias a Æ if, podrá utilizarse para él. 
Recordemos del Algebra las definiciones: 
е mm cos В + ¿sen B 
078 m cos В — i зеп б. 
CE  ез,е8 mm є* (соз В -+ i sen B) 
09-1 mm 05, eP m 6° (eos В — i sen B) 


la expresión [4] ве transforma en: 
y — (с, + ca) е9. соз Bæ + ¡(c, — ca) e7 sen Pa 
y llamando A y B a los coeficientes reales o imaginarios, resulta la 
integral general: 
y == e°? [A cos Pz + B sen Вх] [5] 
si en esta fórmula damos a A y B valores reales arbitrarios, obte- 
nemos infinitas integrales de la ecuación dada (*). 


(*) Sin necesidad de utilizar números complojos se vo directamente que 
{5] ез la integral general, pues junta con la ecuación 
Y = ao = [А cos pe 4- B son бл] + por = [— A son Bz + В cos Вх] 
o sen: у == ay + ficar [— A sen Bx -t B cos fa] 
determina A, B, fijados zo, Y Y's, ya que el determinante do los coeficientes, 
previa simplificación, vale 1. 
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Nora. — A esta expresión puede dársele otra forma, eligiendo 
un ángulo ф definido por las relaciones 

A—C.sen fy , B=C.cosfp 
de donde С = VA -F В: 
y — Сез». [sen Вр cos Pa + cos б sen баі 
о sea 
y = Cer sen Pla + p) 

donde las constantes son С y el ángulo q. 


Caso particular. — Si es b «= 0, es decir, si la ecuación se re- 
duce a: y” + су == 0, la ecuación característica es: 


r4o=0, rm ус 
y la integral se reduce a: 
y = C sen Ple + pr 
que es una función armónica, 


TERCER caso: Raíces iguales. — En tal caso sólo tenemos una 
integral particular: с", de la que deducimos infinitas por la fór- 
mula: cer”, 

Otra integral es: y <= zer”, 


nes resulta: 
Y rz er er 


недо 2er 


y sustituyendo еп la ecuación se verifica: 

(ar 4 dr | с) хет + (2ar -+ d) сте == 0 
pues ambos paréntesis se anulan, ya que r no sólo es raíz de la ecua- 
ción característica, sino que también anula a su derivada 2ar -- b 
por ser raíz doble. La expresión : 


y = Cers 4 O’ те 


es la integral general, puesto que se puede con ella satisfacer а con- 
diciones iniciales arbitrariamente dadas (*). 


€ En efecto, el sistema: 
Сета, + Сты erz, = ya 
Orere, + O (z, rerz, + eray) y 


‘tiene solución, puesto que el determinante do los cooficientes es distinto de 0. 
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311. — Ecuación de los movimientos vibratorios. 

Estudiemos el movimiento de un punto sometido а una fuerza atractiva, 
дево un punto fijo O, cuando la fuerza es proporcional а la distancia, Tal su- 
cedo, por ejemplo, con un punto sujeto a O рог una goma о un resorto análogo, 
cuya fuerza, entro ciertos límites de elasticidad, es proporcional а la 


La ecuación del movimiento es: 
оза: y" key 
Mamando Xz а la constante de proporcionalidad. 
La ocuación earacterística es: r2 4 K2 =0 y la integral general: 
y = ekt 4 etik A cos kt -4 B sen М. 


Si en el momento ini 
© tenemos las condi 


° 


а= 


0 de donde B 


cos kt. 
ico, con periodo: 2m/k y faso mula. La grá- 
fica que lo representa respccto de los ejes €, y, es una cosinuscido de amplitud a. 

Estudiemos ahora cl caso genora {у rozamiento: 2h y' proporcional 
a la velocidad ,con un factor de proporcionalidad 2#, (como sucede, por ejem- 
plo, aproximadamente, con el movimiento cn el aire о en otro medio resistente 
cualquiera) ln ecuación del movimiento es: 


Y=—ky—2HYy osa: y hy Ry =O 


y la ccunción del movimiento es: y 
Luego cl movimiento es pe 


In conación enractorística es : 
т 0А 00 у. r=—ht vye 
PRIMER caso: Ratoes imaginarias. — Llamando 
л=м —hESVA 
La integral goneral os: 
у= et [A cost VA +B sent V Al. 


Si las condiciones iniciales son: t = 0, y =0, y” „ como sucede on el 
смо del punto abandonado а la atracción de un resorto tenso, resulta como 
antes 


B=0, 4=a, y=cMacostvA 
que ropresenta un movimiento amortíguado, cuya amplitud inicial a disminuye- 
y tiende а coro al crecer f. 

Вкоомро caso: Raíces reales distintas. — La ccuación característica tiene 
dos raícos reales ror, y la ecuación del movimiento es: 


y = С.о С.е 
y= ri Сет Hr Cort 
Las condiciones iniciales exigen que sea: 
СС =a; Crn+Or=0 
as donde so despejan C y С'; y según los valores de А y k resultará una curva 
distinta, pero siempre apcriódica y que para ¢ -> co se aloja indefinidamente. 
TERCER оАо: Raíces iguales. — Entonces es: т —h. 
La integral general es: 
Y= Сем Сем = eM (C+C t). 
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312. — Ecuación diferencial de la línea elástica. 
La ccuación do la línea elástica es, como so explicó anteriormente; 
ау y 
z (2)dz. 
HEFS 
separando las variables y’ у z. Para integrarla ponemos: у = tg t 


14y2=1/c08 ; dy 
y la ecuación so reduco ат cos t.d = f (2) «de. 


Intogrando resulta: sent = f / (7)2 -C = (=). 
Despojando у', por sor 
t = sen t/cost 


resulta en 
= vw 
= vio 
С) 
dz +O", 
= I y 


ción exacta de la línea elástica, pero cuya integración sólo so 
n speciales, 

Por ejemplo: cuando f(x) = constante =: 1/r y emponiendo C0, enton: 
con resulta 


=— ve 240 


суз 


que єє una circunferencia de radio r, como 


esperar. 

Comparación de la solución exacta y ta aprorimada. —- Conviene Патаг la 
ntonción sobre el carácter aprorimado qu la solución dada on (149) al 
probloma de la línea clástica. Para probar la diversa forma que resulta pura 
la Ипса elástica según se haga la integración do la ecuación exacta o do la 
aproximada, consideremos el caso do una viga apoyada en sus extremos соп 
dos posos iguales equidistantes do ellos. Las reneciones do los apoyos son Р 
Aplicado el método nproximado alli expuesto, resulta una curva compuesta do 
dos arcos de parábola cúbica y un arco de parábola de segundo grado. 

En cambio, si tomamos la ecuación exacta ,resulta entro ma y фа: 

мба) = Pl, 

luego r= constante, es decir, el trozo de línea olústica ontro — a, +a es un 
arco de circunferencia, En el intervalo (а, 0) es М(х) z y resulta la 
integral olíptica. 


EJERCICIOS 
1. — Estudiar el movimiento de ün paracaídas, cuya ecuación es 

Y =y—ky2 
2. — Reducir al primer orden la ccunción del péndulo a” + h.son a 
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313. — Teorema general de existencia. 
Dada una ceuación diferencial de orden n: 


AA] 13 
supongamos que despejando y“ queda determinada 
YO f(y," .... Y) [2] 


como función uniforme de zy, y’ .... y"; enando resulten va: 
jas funciones uniformes se estudia cada una por separado, Por de- 
rivación de la expresión [2] se van calenlando las derivadas suce- 
sivas yh, y» |... como funciones do m,y, Y .... у", 


Fijados arbitrariamente los valores: 


М Yor Yo Ma 
mue corresponden а £= 2), podremos, pues, calcular los valores 
Me™. Wa", .... de todas las derivadas en cl mismo punto £» 
y el valor de y correspondiente a cualquiera de æ viene dado por 
la serie de Taylor: 
Y= Yo + (®—)у» + Yala — ao) Yo + < 

Se demuestra en los tratados de Аий que esta serie conver- 
ge (si la función / es desarrollable en serie) y por tanto define en 
un cierto intervalo una función y — ф(х) que satisface a la ceua- 
ción diferencial. Luego podemos enunciar: 

Si en una ecuación diferencial de orden n la derivada y™ es 
función analítica uniforme de x,y, y’ .... У", hay una función 
y — p(x) y sólo una que satisface a la ecuación diferencial y que 
para el valor dado = — £,, ella y sus derivadas hasta la у" toman 
los valores prefijados: Yo, Yo .... а. 

Por tanto; si encontramos una función: y = ф(®, C, O, ... Cn) 
воп з constantes arbitrarias que satisface a la ecuación diferencial 
y que cumple la condición de que fijados valores cualesquiera 
Zos Yor Y'o ۰... Мо, se pueden elegir las constantes de modo que la 
función y sus п — 1 primeras derivadas tomen estos valores prefija- 
dos, resulta que toda integral de la ecuación queda incluída en la 
fórmula y = p(z, С, €, .... Cn) dando a las constantes valores con- 
venientes, y esta fórmula constituye la integral general de la ecua- 
ción diferencial. 
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314. — Ecuaciones lineales con coeficientes variables. 
La еспаёібп diferencial lineal de orden n con segundo miem- 
bro es del tipo: А 
Pole) y + Pa) Y dd Paz) Y + Pala) y = Q(u) 
donde Р, (х), P,(x) .... Pa(z), Q(z) son, en general, funciones 


de z. 
En particular, es interesante el caso en que carece de segundo 


miembro, o sea Q(z) = 0 
Pola) YO HF P (2) Y Hc. Риа (а) «y H- Pal) у =0 


Esta ccuación homogénea tiene las propiedades siguientes: 

12 Si y, es una integral particular, también lo es ky,; pues 
al sustituir ky, en voz de y, el primer miembro queda multiplicado 
por k y por tanto se anula. 

22 Si Y, y. son integrales fe la cenación también 10 es la 
suma y, -Ya pues las derivadas sucesivas de la suma, son las su- 
mas de las derivadas sucesivas de las funciones y, e y, y el valor 
«ue toma el polmomio es suma de los valores que toma para Y, 


y para Ya es decir 0 -|- 0 = 0. 

Por tanto, conocidas n integrales particulares Y, Ya .... Yn la 
expresión: y «= С, y, + C; Ya ' Jn, ев también una inte- 
gral de la ecuación. Mas, para asegurar que es la integral general, 
será preciso demostrar que se pueden determinar las constantes de 
modo que y y sus derivadas tomen los valores iniciales; es decir, 
para cada valor de z han de tomar los valores correspondientes pre- 
fijados: Yo Yo, .... у=" (9). 


(*) Estas condiciones son: 
Cin + CY + 
су + ayt 


Oy Oj ys 
y podrá asegurarso quo hay un sistema do constantes С, С, ... 
Plen estas condiciones, si el determinante del sistema: 


. Суп =m 


cna 


Cp эпе 
Cn апе cum- 


es distinto de coro para todo valor de z. Este determinante suele llamarso Wrons- 
kiano de las n funciones уу; .... Уа; y cuando so cumplo esta condición 
W £0 las n funciones se llaman linealmente independientes. 
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Si la ecuación tiene segundo miembro Q(z) y es у = ф(х) una 
integral particular, si se hace la sustitución y — p(z) + У como el 
primer sumando da al primer miembro el valor Q, el segundo debe 
darle el valor 0, es decir, debe satisfacer a la ecuación sin segundo 
miembro. Por tanto: se obtienen todas las integrales de la ecuación 
completa sumando a la integral particular (х) la integral general 
de la ecuación incompleta, La integral general de la ecuación com- 
pleta es, por consiguiente: 


у= ф(х) +С, у, С.у t- 


Nora. — Las ecuaciones linenles de coefi 
meral, integrables роѓ funciones elementales y dan, por tanto, origen, а nue 
vas funciones que so presentan con frecuencia en Física. Así, por ojemplo, dada 
la ecuación do Bessel: 


y+y/2+y=0 
so integra poniendo 
у= + аг ajê HF 
o identificando los coeficientes de ambos miembros resulta con cálculo sencillo 
Ла función siguiente: а, [1 —22/(2.2) +2%/(2.4)2—....J. 

La función entro paréntesis tiene frecuentes aplicaciones y во lama fun- 
ción de Hessel de orden cero representándoso por Ј,(2). Nótese que para 2 = 0 
sólo puedo darse arbitrariamente у, сс a, pero no y”, como sucede, en genoral, 
con Jas ccunciones de segundo orden; en esta counción la derivada у, сө siem- 
pro mila y ol teorema general no os aplicablo porque la oxpresión уул tiene 
el punto singular 2 =0. 


315. — Ecuaciones lineales de coeficientes constantes. 

Anto todo veamos algunos tipos con 2.* miembro Q(£) que per- 
miten obtener fácilmente una integral particular de la ecuación com- 
pleta: 


1.5), 81: Q(2) ds polinomio дә grado q, eoeribase y == polisemio дә grado: g 
con cooficientes indeterminados que se enleulan identificando ambos miembros. 
Si en ln ecuación faltan los últimos / términos, deberá ponerse y= 2%. (Pol. 
do grado 4). 

Si Q(2) es producto do eA por polinomio, póngase en v 
expresión del mismo tipo. 

Si Q(x) =eAz(A cos ar + B son ar) 
entes que so determinarán por ident 


de y una 


también y es del mismo tipo, 
¡eación. 


Sea la ecuación de coeficientes constantes: 
yt py 9 руе ES роу 0. 


Generalizando el método seguido para las ecuaciones de segundo 
orden pongamos: y — e" y el valor que toma el primer miembro es: 


ете рт ED 
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Para que e7 satisfaga a la ecuación bastará, pues, elegir el 
«exponente r de modo que sea raíz de la ecuación de grado n: 


Ара... H Pu-i T -H ра == 0, 
llamada ecuación caracteristica de la ecuación diferencial, 
Caleuladas sus п ruíces tenemos la integral: 


у Cer ее... E Cuetos, 


que es la integral general (9). 
Las raíces imaginarias conju; 


dan origen а dos exponenciales: 

С, е 

аце agrupadas como se hizo en el сахо de la ceuación де segundo 

orden dan una expresión 
сч (А cos б + В sen Bz) 

Si la raíz r es múltiple (por ej.: doble) el número de integrales 

particulares queda disminuido, pues dicha raíz nos da solamente 


es, pero es fácil ver que tambión la función: з е" os еп este caso 
integral, pues se tiene: 


adas: 


map Bi, r, = a— pi 


бо» 4 C, 00-202 


у mae 
ЕТЕНЕ 
Y r" e ore 4 lr era 
yapa antes 
sustituyendo resulta: 


ere (n r ри Dre .... -_2р Fm) 


a er (rn рут“ 


y como la raíz r no sólo satisface a la ceuación característica, sino 


(rm) (Fy Fa) 
б "аш: 
1 


КА 
según so demuestra en Algebra, (ver р. еј. muestro Análisis 
2,5 ed.). Si todas las r, son distintas, es por tanto IV 40, 


algobraico, р. 246, 
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también a su derivada (por ser raíz doble) se anula el paréntesis y 
por tanto се” es también integral de la ccuación diferencial. 

r es raíz múltiple de orden m, no sólo ez es in- 
LO, 27 етт... am" era, сото 


Más genera 
tegral de la ccuación, sino tambi 
puede comprobarse con cálculo análogo. Por tanto: cada raíz múl- 
tiple de la ecuación característica da m integrales particulares de la 
ol número total de integrales particulares que 


ecuación diferencial, y 
obtenemos es siempre a. 


310. — Ecuación de la viga apoyada en toda su longitud. 
So admito que la reacción del suelo es proporcional al hundimiento y, оз 
decir, igual а — dkty, siendo K4 un coeficiente positivo, que dependo de la na- 
turaloza del molo. 
Dada la función do eargas y = p(z), la ecuación de la linca elástica 
por tanto (poniendo EZ =1, o suponiéndolo incluído en la constante y en la 


función du єзгшз): 


La ecuación caracteristica 
тб} ШШ =0 do donde ЕЕ: 


y como el número — 1 tiene 4 raíces, se tienen los siguientes valores de r: 
SEHD ; =D; 
IFO) ; т 1) 
ión incompleta cs: 
э = (Acos ke 4- B.sen Ка) еке + 
+ (С.соз kr + D. son ka) eta 
ido о torcer grado оп =, una in- 


luego In integral де 


de carga 
tegral de la ccuación completa єз evidentemente y = p(7)/kt que sumada a 
la expresión anterior du la integral general до la ecuación completa. Сов 1 

$ y"=0, у” =0, en ambos extremos, quedan determi 


дан las cuntro constantes 4, В, С, D. 


EJERCICIOS 
1. -— Integrar las ccuaciones de los tipos siguientes: 
=f) , v=/(,2) 
2. — Integrar la ecuación diferencial (89) que resulta al obtener los vér- 


tices do una curva. (Adópteso como variable independiente y'= €). 


alar y la general de las cenaciones lineales. 


— Caleutar la integral par 
siguientes: 


o y = em 


уе у вов. y 
(Soluciones: partientares: tar. sen ¥; — 1x . сов). 


у=‏ + و 


lars: zac). 


(Solución part 
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317. — Significado geométrico de los sistemas. 
Así como una ecuación diferencial con una sola función incóg- 


nita y de una sola variable independiente ж representa una familia 
de curvas planas, un sistema de dos ceuaciones diferenciales 


Doy 2,0727...) 0, We, y 2,2...) —0, 


que relacionan dos funciones incógnitas y. 2, de una misma variab' 
independiente т con sus derivadas sucesivas representa una familia 
de curvas alabeadas ¿pues cada par de funciones y — f(4), 2 == pla), 
representa una curva referida а los 


ез £, Y, 2. 


Refiriéndonos para fijar los ide de dos ecuaciones de 
primer orden, sean éstas 
Y = p(z, y, 2) —=w(x, y, 2) u) 
sistema que suclo escribirse en forma simétrica: 
de dy dz 
ÓN E TET 121 
(a, y, z) Y (x, y, 2) Z(x,y, 2) 


r Mamando «р, эй а los cocientes de 
‚ Z deriven un campo vectorial, 

la propiedad geomó: 
а tiene como tangente en 


pues de ésta se pasa а la ante 
Y, Z por X. Las funciones X, Y 
erito en esta segunda forma 


expres: 


trien de que toda curva que lo satisfa: 


cada punto el vector (A, ¥, Z) correspondiente, pues los сокепоз 
directores de la tanger 
las curvas integrales хо 
Ahora bien: dado éste 
za, envolventes de sus vectores? Así resulta del teorema 


s a de, dy, de. Es decir: 
а del campo vectorial. 


de fue 
xisten tales lineas de fue 
guiente 


de existencia que resuelve este problema, planteado en (283). 


318. — Integración de los sistemas de primer orden. 

Fijado el punto inicial (£o, Yo, 2.) en el campo en que las fun- 
ciones p(z, y, 2), P(x, y, 2) están definidas y carezcan de singular 
dades, las derivadas y’, 2, en ese punto están dadas por las mismas. 
ecuaciones [1] y derivando se calculan y”, 2”; mediante т, Y, =, y”, 2, 
«ue ya están caleuladas para dicho punto. se obtienen y” 2%, ete. 
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Conocidas así todas las derivadas de y рага 2 — Te queda deter- 
minada esta función por la serie de Mae-Laurin у lo mismo la z. 
Queda por demostrar la convergencia de ambas series en un inter- 
valo de z y ésta es la parte difícil de la demostración, que puede 
verse en los tratados de Análisis. Admitida esta convergencia, re- 
sulta el teorema fundamenta 

Por cada punto (Zo; Ya, 20) (que no sea singular para alguna de 
las funciones q, ар) pasa una curva integral y solo una. Lo mismo 
puede decirse del sistema [2], a condición de que no se anulen si- 
multáneamente Y, Y, Z en el punto elegido; basta que no se anule 
una, р. ej: Z (o, Jo, гь) + 0, pues adoptando z como variable inde- 
pendiente las ecuaciones adoptarían la forma 

PY 2), у — (2, 4,2), 
y estas funciones q, y, no se hacen infinitas en el punto elegido. 

Un sistema de curvas tal que por cada punto (z, y,z) pasa una 
sola se Пата una congruencia de, curvas; podemos, pues, expresar 
el teorema diciendo que el sistema [1] o el [2] representa una 
congruencia. 

Recíprocamente: una familia de curvas doblemente infinita, es 
decir, con dos parámetros a, f, es una congruencia si por cada pun- 
to pasa una, es decir, si a cada terna £, y, 2, corresponde un solo 
par a, B, que determina por tanto una sola curva; es decir: si se 
pueden despejar а, Ê, on la forma 


ulz, y, 2) =a ele, y, z) == В. 


El sistema de ccuacionos diferenciales que representa esta con- 
gruencia ве deduce inmediatamente diferenciando 


wde + uy dy + Wede —0 
vade- vy dy + Wa. de — 0 


de donde se despej 


de ау аг 
шө, — Wa Vy UI Wet, UL UVA 
EJEMPLO 1. — Todas las rectas que pasan por el origen tienen las ecua- 


ciones 


de dondo 
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La eliminación de los parámetros entre las ceuaciones y sus diferenciales, 
que arriba quedó hecha por la sola diferenciación, a causa de estar despojados 
Фр, se ha hecho aquí por división. 


EJEMPLO 2. — Todas las roctas paralelas a la z= as, y= 
ecuaciones 


аә а , у= 0: в 
do donde de = айс 


ación ha quedado hecha por la diferenciación, He aquí, pues, l 
ecuaciones diferenciales do la congruencia de rectas paralelas. 


319. —Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden. 
Son los sistemas de la; el más simple 
es del tipo siguiente: 


Y =p + Pa 
#— ан + 2+ qa 


funciones de la variable in- 
н particular del sistema, las 
atisfacen al sistema que llamaremos 


donde los coeficientes son, en general 


dependiente s, Si Y, Z es una solie 
diferencias 
homogêneo 


Р = у + ра 


Z= qy + qe 


y basta obtener la integral general de éste, Es decir: la solución 
general del sistema no homogéneo se forma sumando una solución 
particular a lu solución gencral del sistema homogéneo. 


Estudiemos especialmente los sistemas de ceuaciones homogé- 


neas con coeficientes constantes y ensayando soluciones del tipo: 
y= , 2= gor 


que sustituídas en el sistema 
sistema de ecuaciones algebri 


ar — ра + pB (в — 79 + р, —0 
Br= 49+ 98 Фа (q, 8—0 


Condición de compatil Los la anulación del determinante 
de los coeficientes, o si 


(ma) (a, r) mq, Pa 


ecuación de 2.° grado que determina uno o dos valores Че r; supo- 
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ti 
luciones y la suma de 


niendo que sean di 


tos, cada uno determina un sistema: de so- 
ambos es la integral general. 


Farro, — Sen el sistema de erus 
y=ypte , 
El sistema de ecuaciones algebr: 


тез homogí 


y > 


lens enructorístic 


ua lr 4 
=0 
bez Ir 
сото lus ruíces de esta ecune Езу 
pondientes son f = %4 и. В = — а у la sulución general del sistema propuesto: 
VE аме + зе 
z= өзб — езе 
EI caso de raíces iguales se resuelve obteniendo In 2.* solución del tipo zer 
ушм — Consideremos por ejemplo el sistema: 
а? = pr HF руу А-ро + ре 


у = т + Фу 
= л sy + 


¡entes pueden ser constantes o también funciones do t. Esto sis- 
tema representa una congruencia de curvas on forma paramótrica, 


Si las ecuaciones lineales son homogéneos ¿es decir: 
Pe 


tionen las propiedades análogas a las 
ecuación 


* Bi зууг es una integral del sistema también las funciones Kz, Ky, Ko 
satisfacen al sistema. Las curvas son, pues, homotóticas respecto del origen. 


$ Bi (Ey Yu) у (Ly Ynt) son dos integrales del sistema, lag funciones 
(2, 4 а», у, + Ya 61 Ha) también satisfacen al sistema. 
Si los coeficientes son constantes, so obtienen integralos particulares del tipo 


== асе", уве, 


4="=0 


va estudiadas еп ol caso do una sola 


үс" 
dobiendo satisfacer r a una ecuación algebraica de tercer grado cada una de 
cuyas raíces determina los coeficientes а, f, y; y las sumas do estas integralos, 

multiplicadas por constantes arbitrarias, también son integrales. 
Cualesquiera quo sean los cooficientes, derivando respecto de £ dos veces, 
eliminamos entre las nuevo ecuaciones las va- 


у, 0,2,7, 27,07,07, 
resulta una ecuación lineal en = de tercer orden: 
Az” + Ва" -+ C£ = D; 


sustituida la función calculada z en las ccusciones segunda y tercera tenemos 
un sistema do dos ecuaciones que determinan: y, 2. 
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320. — Sistemas de ecuaciones de 2° orden, 
Un sistema de dos ecuaciones de segundo orden es del tipo: 


y” = plr yzy) mala y 2,97, 27) 


gral puede darse arbitrariamen- 
10 Las Yor 20, Y además y'o,.2'o, es decir, un punto y su tangente; con 
estos datos iniciales quedan determinados у”, 27,; derivando se caleu- 
lan 9%, 2%, ete.; y la fórmula de Mac-Laurin determina las dos 
funciones y, 2, de £; la integral general contiene, por tanto, cuatro 
constantes arbitrarias y reeíprocamento toda familia de curvas con 
cuatro parámetros (dos en cada ecuación) se puede representar por 
un sistema de cenaciones que se deducen derivando cada una dos 
veces y eliminando los cuatro parámetros; о bien, si una ecuación tie 
ne un parámetro y tres la otra, habrá que derivar cada па tantas 
voces como parámetros tenga y resultará un sistema con ecuaciones 


de órdenes distintos. А 


y рата determinar cada curva int 


todas las rectas no paralelas al plano 
er +a 
y derivando dos veces resulta ol sistema y” = 0; с” = 0. 


Езкмргю 2. — Todas las cireunforoncias horizontales de radio fijo (es de 
cir, vituadas en planos paralelos al z, y) vienen expresadas así 


Eseurio 1. — Las cenaciones d 
ys son: 


y=or Hb: 


= (6034 (у— 0)? = r2 
derivando una voz la primera y dos veces la segunda resulta el sistema: 
=o a= (1 + узуз/у 
HyEMPLO 3. — Si las cireunferencias son de radio cualquiera, hay que de 
tivar una vez más la segunda ceuac icando resulta cl sistema 


=0 yQ +y) =y y 


321. — Las ecuaciones de la Dinámica. 

Los problemas de Mecánica de una sola dimensión, que hemos considerado 
en las lecciones anteriores, conducían a una sola ecuación diferencial, pero, en 
general, conducirán а dos o tres, según so trate del plano о del espacio; las 
funciones incógnitas son lus coordenadas variables del punto móvil en función 
del tiempo; pues las ecuaciones del movimiento se obtienen igualando a las 
componentes de la fuerza аз componentes de-la aceleración multiplicada por 
la masa del punto móvil ,es decir: 


та" = Х, my” 
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donde las componentes X, Y, Z son funciones de t de 2,5, 2, y a veces también 
de las derivadas 27, y”, 2 componentes de la velocidad. * 

Уз el caso más elemental en que las ecuaciones son independientes, св 
docir, si en cada ceuación sólo figura una función desconocida, se integran рог 
separado las diversas ceuaciones. Tal sucede en el ejemplo que sigue: 

Movimiento de un proyectil en el vacio. — Las ecuaciones зо: 

— Ят, que integradas separadament 


£ + a? — hg 12 Bt Ь 


0, de donde 


ту 


Candie 
tanto las ecuaciones de 


movimiento son 
z=a y= hat + 
mende (n, Б) las componentes de Ja velocidad inicial, 
La curva trayectori ando f y resulta wna parábola que pas 
е т єз el de abscisa = = 30/0. 


velocidad, aparecen en las ecuaciones 
y Jes ecuaciones lineales se integran сото ве ox- 


Si hay rozamiento proporcional а 1 
nuevos términos en. o, y 


plicó cn los párrafos anteriores. 


lo importante, en que la inte- 
һас por simplificaciones especiales, Dadas dos masas A у т que 
жо atraen por la ley de Newton, el movimiento relativo de m respecto de М 
tiene por cevaciones, adoptando ejes que pasan por M 


Рта: my 


=—kMinyfr; me = — k Mz Jrs 


км; 2 
Combinando las dos primeras resulta: 
ay" — yz” =0 o integrando salo: zy — yx' = Û, 
pues In derivada de ésta es aquélla. Anflogamente: 
э“ у =, , 22 — 
Multiplicando por г, #, y, y sumando, resulta: 
Cz + су 4-С, 


ecuación de un plano que pasa por M. Por tanto: El movimiento de m respecto 
de М se verifica en un plano que pasa por M. 
iento como 7 y, ol sistema so reduce a la ecun- 


ay—yr=0 
en que el primer miembro es la derivada del área A del scetor, respocto de» 
tiempo. 
Resulta así: La velocidad areolar del radio vector es constante. 


Pasando а coordenadas polares se integra la ecuación y resulta quo la tra- 
ycctorin es una cónica до foco М. 


— Каут, 


0. 


522. — Reducción del sistema a una sola ecuación. 

Dado un sistema de ecuaciones diferenciales que ligan las fun- 
ciones z,y,z de la variable independiente f, con sus primeras, se- 
gundas, terceras, ...., derivadas, para reducirlo a una ecuación di 
forencial con una sola función desconocida z se derivan las ecua- 
ciones un número suficiente de veces para poder eliminar entre las 
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ecuaciones dadas y las así obten 
vadas, resultando un 


das, las funciones 3, 2 y sus дегі. 
ecuación diferencial: 


Petr, 2,2” 


que una vez integrada determina z y de esta función se deducen las 
otras. Apliquemos este método a un ejemplo. 


9-0 


Езимтио. — En la teoría del péndulo de Foucault se presenta el sistema: 
а" —— 20у + bz =0 [691 
s” + Заг by =0 {21 
Derivando dos veces la ecuación [1] y una vez la ecuación [2] tenemos: 
aw ау" + da” 0 (41 
y" ваше + by =0 151 


mundo y” entre [4] y [5] resulta: 

iv (dos + b)a" aby 
Eliminando y" entre ésta y [1] 
aw -+ (das + 20) 4 аа 


que es una ecuación diferencial lineal de cuarto orden sin segundo miembro y 
con cooficientes constantes. 

Resuelta esta ón mediante lu oeus 
drnda, da euntro raíces; r, 


а Сет Суета ҶО, enteras 


m caracteristica, que es bieuas 


— r, luego: 


y ol valor de y so despeja de [2] 


(Eliminando y re: 


2. — Integrar las « que los coeficientes son: 


designando q la latitud, w = 0,000073 la velocidad angular de la rotación te- 
rrestre, 1 la longitud del péndulo. 
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ECUACIONES LINEALES EN DERIVADAS PARCIALES 


323. — Definiciones y notaciones. 

Se llama ecuación en derivadas parciales а toda ecuación di- 
ferencial que relaciona una o varias funciones de varias variables 
independientes, con sus derivadas parciales respecto de éstas. Va- 
mos a estudiar solamente las de primer orden con dos variables in- 
dependientes x, y; si z es la función desconocida de х,у, y para 
abreviar llamamos p y q a las derivada 


la ecuación diferencial en derivadas parciales de primer orden es 
«del tipo 
F(z, y, 2, p,q) — 0. 


La ecuación se Пата lineal cuando р y q figuran en primera 
potencia sin multiplicar entre sí, es decir, toda ecuación del tipo: 


Xy 2.» +Y (2. y, 2).q — Z (2, y, 2) ü 


Así como las ecuaciones diferenciales ordinarias de wna sola 
variable independiente resultan engendradas por las familias de eur- 
vas en el plano, las ecuaciones en derivadas parciales resultan de 
las familias de superficies, Vamos a estudiarlas у clasificarlas, 


324. — Generación de superficies mediante curvas. 

Una superficie está engendrada por una curva que se mueve; 
¡pero como al moverse varía, hay que definir lo que se entiende por 
movimientos de una eurva. Supongamos dada una “congruencia” 
«de curvas, o sea una familia “doblemente infinita” de curvas, es 
«decir, dos ecuaciones w(z, у, 2) —а; v(x,y,2) — 8 con dos pará- 
metros arbitrarios a y В. Si imponemos alguna condición geométri- 
са que ligue estos parámetros por una cierta relación p(a, В) —0 
la familia se llama “simplemente infinita”? o “haz de curvas” y eli- 
minando а, В entre las tres ecuaciones resulta una ecnación 


Фф [u(z,y,2),v(2,y,2)] 0, o sea F(x,y.2)=—0 
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апе contiene todos los puntos de todas las curvas de esta familia, y 
por lo tanto representa la superficie que engendran. 

La condición más frecuente que suele imponerse, es que la ge- 
neratriz corte a una curva fija, llamada directriz; eliminando z, y, 2 
entre las ecuaciones de ésta y las de la generatriz, resulta la con- 
dición buscada: ра, B) — 0. Otras veces la condición será la de 
ser tangente a una superficie, ete. He aquí algunos ejemplos: 


Superficies oilindricas. — Consideremos la recta 


z=a +a , у=: +6 


Como tiene cuatro parámetros, es una familia cuádruplemento infinita, 
pero si fijamos a y b, es decir, si las rectas so consideran paralelas a una di- 
rocción, In familia es doblemente infinita. 

Elijamos una directriz cualquiera р(х, у) =0 en el plano ху. La traza 
de cada recta sobre cste plano са z= а, у = 6, luego lu condición para que 
во apoyo on dicha directriz es (a, В) Cualquiera quo sea el punto do la 
recta os: 


a pay 


luego todos los puntos do las rectas que se apoyan en la dircctriz satisfacen 
а 1а ecuación: 
o. га] 


Esta os, рог tanto, la ecuación del cilindro definido por aquella diroctri 
Al variar arbitrariamente la función «р resultan los infinitos cilindros. La 
ecuación [2] representa, pues, todos los cilindros de dirección dada (a,b) по 
paralela al plano ху. 


q(=—az, y — ba) 


Superficies cónicas. — Las ccunciones de una recta cualquiera que pasa 
por el origen de coordenadas son: 


z=as у= Ва гај 


Dada una directriz cunlquiera, expresando que la recta [3] so apoya en 
«Па resulta una ecuación p(a,B) = 0 y como en todos los puntos do todas las 
rectas [3] es: 

a=e/e , б=у/: 


todas ellas satisfacen а la ecuación (2/2, 5/2) =0, que representa todos los 
conos de vértico O. 

Obsérvese que esta ecuación es homogénea respecto do x,y,z, es docir, al 
multiplicar por un coeficiente A cualquiera, sigue satisfacióndoso la ceuación, 
Análogamento, las superficies cónicas de vértice (а, , о) están representadas 
por la ecuación 

гај 


Obténgase la ecuación: de la superficie cónica que proyecta la intersceción 
de dos superficies dadas por sus cenaciones. 


ФО —a/e—b, y—b/z— o) = 
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Superficies de revolución. — Una cireunferencia de plano paralelo al ту, 
а la distancia a y radio r viene expresada así: 


РЕВ 


Dada unn directriz cualquiera por sus dos cea 

se corten se ol 

ola B) = 0. 
Sostituyondo а, В por sus expresiones, se obtiene: 


mes, la condición para quo 
iene eliminando z,y,> entre las cuatro ecuaciones y resulta 


ele 22 уз) = 0 


que representa todas las superficies de revolución de eje z- 


325. — Integración de las ecuaciones lineales. 
La integración de la ecuación linea 


Хр Уа 15] 
, Y, Z son funciones de x, y, 2: es decir, la obtención 
de todas las superficies 2 = f(r, 1) que satisfacen а la ceuación, se 
reduce a la integración del sistema de dos ecuaciones ordinarias: 


en la enal 


dy de 


Y [6] 
epresenta, como ya se demostró, una 
congruencia de curvas que se obtendrán integrando el par de ecua- 
ciones 


En efecto, este sistema 


dy Ý 
de X 
(suponiendo X +0) y así result: 


ulz. y, 2) =a vle y, 2) — В. 


Esta familia de eurvas doblemente infinita está formada precisa- 
mente por las líneas de fuerza del сатро vectorial de componentes 
X, Y, Z; pues la tangente en сайа punto tiene cosenas proporciona- 
les a X, Y, Z. Tales curvas se llaman características. 

¿Poda superficie formada por estas curvas enracterísticas tiene 
la propiedad de que la tangente a cada cur 


а. es decir, la recta 
Lo Y —Yo 2—2 


х Y 


está en el plano tangente a la supe 


ficie 


2 — 2o = (а — To) p + (Y — Yo)q 
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luego substituyendo los numeradores por los denominadores, resulta 
Xp+Yq=2Z 

es decir: toda superficie 
q [ule y, 2), v(z, y, 2)] —0 
formada por curvas características satisface а la ecuación lineal.. 
Recíprocamente, dada una superficie cualquiera: 2, — f(x, y) 
que satisfaga a la ecuación [5], si consideramos la curva caracte- 
rística 
y= у(х), 2 —z(x) 


que pasa por un punto cualquiera A(Zo, Yo, 24) tomado en dicha su- 
perficie y formamos la ecuación diferencial en z, y 


de dy 


X(2, y 24) Yea) — 


ésta define en el plano z, y una curva que pasa por el punto (Fo, Yo), 
la cual es proyección de una curva €, de la superficie, que pasa por 
el punto А (л Mo. 2.) y satisface а las relaciones lineales: 


pode + а.ду = de, 
Р.Х HAY 


aplicadas éstas a la proporción anterior, resulta una З.* razón dz/Z 
igual a aquellas dos. Resulta, pues, que la curva С, satisface al sis- 
tema [6], luego es la curva característica que pasa por A. 

Queda así demostrado este ¡eoroma recíproco del anterior: Toda 
superficie integral de la ecuación |1] está formada por curvas ca- 
racterísticas. 

Por tanto, la integral general de la ecuación es: 

Фф [u(z,y,2), v(x,y,2)] —0 
siendo Фф una función arbitra: 

Cada integral está determinada por una curva cualquiera que 
no sea característica; pues esta directriz determina, como se de- 
mostró en (320), una superficie formada por las curvas caracteris 
ticas que se apoyan' en ella. 


Menos fácil es determinar la superficie por una directriz que 
también sea superficie, a la que deban ser tangentes las curvas carac- 
torísticas, 
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Бим 19. — Sen la ecuación ap -Hbg = 


El sistema equivalente es 


у— 0) =0 


¡rección (a, b). 


Eseurio 2: — La ecuación pr + фу = г se reduco al sistema 
dy а 
y z 


cuya integral general es: £= ari Y 
luego la integral general de la ecuación linen! es 


(2/2, у/гу = 0 


que representa todos los conos do vórtice O. 


Esmurto 3.5 — La ceuación diferencial do todas las suporfi 
lución de eje г so obtondrá formando las ee 
de cirennferoncias antes dada, (388). 


de revo- 
diferenciales do la familia 


ny 


y resulta diferenciando: 


ade yd =© ; 


Luego ln ecuación que representa las superficies de revolución de eje а es: 
py — qt =0. 


EJERCICIOS 


1. — Obtener las superfici 


ortogonales de las esferas que pasan por O y 
tienen el centro en el eje z. 
Resulta la ecuación diferencial: (22—y 


22)p + 2190 = 222. 
rencial de las superficies de revolución en torno de la 
recta dle coeficientes directores (a, û, ¢) que pasa por O. 

Adlóptense como curvas genorntrices las circunferencias normales al eje, 
determinadas por planos y esferas de centro O. 


unción dí 
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326. — Definiciones, notaciones y ejemplos. 
llamamos r, s, £, a las derivadas segundas de z, la ecuación 
general de segundo orden con dos variables independientes z, y, es 
del tipo: 


(х,у, e, p,q r,s, 0) 0 


siendo кте r, , m2 lay, : у su estudio completo 
es ubjeto del Análisis superior (v. Gonrsat, t. III). , 

Así como en la integración de las ecuaciones de primer orden 
estudiadas en la lección anterior, aparecía una función arbitraria, 


en estas cenaciones de segundo orden aparecen dos funciones arbi 


trarias. En aquellas bastaba dar una curva para determinar la su- 
perficio integral; en éstas hay que dar la enrva y los planos tan- 
gentes а lo largo de ella a la superficie buseada, es decir, hay que 
dar una de las derivadas de 2 respecto de «o y a lo largo de la cur- 
va dada como dircetriz. 

= A modo de ejemplo ‚sea la ecuación s = 0; eserita en la forma 


‚ Obien (27) 7 =0 


rando 2”, = f(r) arbit rando de nuevo, 


una primitiva de f, resulta: 


resulta integ 
Mamando F д 


2=$f(0) de Ф(у) = Fir) 4-Ф(у). 


һ dada se obtiene, pues, su- 
una función arbitraria de y. 


La integral general de la есца 
mando una función arbitraria де z e 
La determinación de estas funciones la haremos en el párrafo si- 
guiente. 


327. — La ecuación de d'Alembert. 
Sea la ecuación clásica: 


ae De 
ar ar 
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Etectuemos el cambio de variables: 


X=zx+at Y =z—at 
2 _ 0 _ дг д: pa дг 
Әг әх дү ol әх әү ] 


oz oz 
DY.oxX or: 


сы 
س‎ = 
ot | DX? С әх.ӘҮ 
1 sustituir en la ccuación dada se reduce а 
oz 
ax.ar 


cuya integral general es: 
z= ФОХ) HYY) osea: edo at) (ваб) [1] 


Veamos cómo se determinan estas funciones Ф, ¥, de modo que 
se cumplan las condiciones iniciales para { = 0, es decir, que la fun- 
«ión y su derivada coincidan con funciones dadas f(x) y f, (2): 


Ф (2) +¥ (2) = f(z) 

D(z) — Wir) = fı (#) га 
е integrando la segunda sale: 

Ф (ж) — Y (ж) = F(z). 


siendo # una primitiva cualquiera de f, (£) : a. 


De la primera y tercera resulta: 
2Ф(х) = f(z) + F(z) 
2¥(z) — f(z) — F(z) 
fuego la integral general es: 


z= % [f(z + at) +f(z—at) + F(z + at) —F(e—at)] [2] 
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328. — El problema de la cuerda vibrante, 

Adoptada la recta de h 
dieular en uno de los extremos como eje 
da que vibra es de la forma s 
salta la ces 


isu como eje x, la perpen- 
la ecuación de una cuer- 


para cada valor de £ re 
momento y para cada valor 
to vibratorio del punto que tie- 
ferencial de la cuerda vibrante es 
mento la de D'Alembert, que hemos estudiado en el párrafo 
anterior, siendo a mia constame que depende del módulo de elasti- 
cidad del material, de la longitud y de fa masa. Aunque hemos 
dado 
integr 


ón de la а 


iei 


dos la єейаейди define el mo 


ne esa nb La cenaci 


precisa 


1 s sinusoidales, 
Una interral partienlar se ve inmediatamente: 


2= h.cos m (1 — а) sen т/а [8] 


siendo k, m y a números arb'tr 1 derivar dos veces res- 
ада de si: o y multipli- 
pecto de x, restita la misma 
función cambiada de signo multiplicada por ама; luego dicha 
función satisface а la ecuación diferencial. 

Para 7 —0 resulta 2 == 0, como debe ser; y también debe ser 
20 рат «4 p 
iento, la com 


fune 


pecto de £ resulta la mism 


cada por mê, y al derivar dos y 


lo que anios estremos x 


pones fijos, Te- 


emos, por cons 


жен mlfa 0 ml, Metn mj 


Luego ura función que satis 
un tipo de f 


la cenación diferencial ,o mejor 
ueiones integrales, suponien 


11, ws: 


20 k.cosmra(l—q).senmr a 14] 


Esta es la ley más sencilla de movimiento; cuando la cuerda 
vibra: según esta ley, el movimiento es periódico; cl periodo es: 


T = 21/a n, o sea el tiempo que dura enda vibración completa, 


Significado físico. — El número de vibraciones por unidad de tiempo es, 
pues, ol reciproco w = 16 an/t Hamado pulsación. 

EL tono del sonido depende de este número de vibraciones. Cuanto menor 
aca 1 mayor, to y más alta da nota; cl menor valor posible de т сз m=); nin- 
gún punto de la cuerda, salvo lós extremes, queda fijo, pues para todos es 
2720, cxecpto para los valores de f оп que amulándose el coseno toda la 
cuerda pasa momentáneamente por el eje z. 

Para n==2 no sólo quedan fijos los extremos sino tamh 
dio z= %4 1; el número de vibraciones w es doble del fundamen 
octava de la nota fundamental. 


n el punto me: 
al y resulta la 
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Para ә =7 i quedan fijos dos puntos intermedios z= 1/,}, jal, da 
nota es la quinta do la octava; para п == 4 resulta la segunda octava „eto, A los 
puntos fijes so les llama nodos. En estos casos cada trozo do la cuerda vibra 
indepondientemente y Та nota es más alta por ser menor la longitud. 

Para {=0 debo resultar una sinusoide si n=1 y una sinusoide reducida 
para n > 1; pero cuando so pulsa de cualquier otro modo, la expresión [4] no 
puedo representar el movimiento. Sumando integrales del tipo (4) resulta una 
integral más general (haciendo I=] para mayor sencillez): 


2 = (щ.еоз т а t + by. sen wa t) senza + 
-b (u,.cos 2e a td, son 2 жалу sen 2x 


Si se logra determinar los coofieies 
diciones inicinles, es decir, que para £ 
que se le da y la velos 
ЖОКЕ 


сз de mudo que se veri 
0 la cuerda tenga la forma mbitraria. 
ln, esta expresión será la integral 
al 


efe) 5 veo=Pla); 


уз inicial y ln velocidad inicial de cada puntos: 
15] de modo que sen: 


para E 0, үз dovir, ye da 1а 
es proviso termine, Пол coeficientes 4 


ason ee аволхо =/(я). 


Fa). 


Е А 


términos; poro, si 
entonces cualquiera que sea la función continua 


Alora bien, esto no se 
¡optamos series indefinidas 


f(x) eon la sola condición de que sea finito ol número do ms máximos y 
mínimos, existe un desarrollo y solo nao en serie de Fourier y determinados 


ofivientes uy y análogamente los Р mediante el desarrollo de F(z), so 
gral репега1 en la formu [5]. 
forma impar de estos desarrollos un: restricción: 


lor e 
tiene la ims 


imposible de cumplir; pero variando # en (0,1) y el areo тл en (0,7) basta 
suponer completadas las funciones. en (—1,0) poniendo f(—=2) = f(t), 
Po) = P(r) 
EJERCICIOS 
1. — lutegrar las ceuaciones de segundo orden: 
E) 


2. — Integrar la ecuación de ln cuerda vibrante de longitud 1 =a 1, que se 
pulsa сп su punto medio, con una púa, sin, velocidad inicial. 
El significado físico del cocficiente а es 


Pot/p 


р ul peso de la cuerda y g la accleración de la 


siendo 1* la tensión iniei 
gravedad. 


CAPITULO XII 
CALCULO DE VARIACIONES 
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329. — Problema fundamental. 

Tiene por principal objeto la determinación de funciones que 
sustituidas en una integral definida le den valor mínimo o máximo 
relativo, es decir, menor (mayor) que cualquiera otra función sufi- 
cientemento próxima. 

Este problema difiere esencialmente de los problemas de må- 
ximos y mínimos ordinarios; pues, así como allí se trataba de de- 
terminar un valor numérico de ж que diera valor máximo o mínimo 
а una función conocida y, aquí se trata de determinar una función 
y (e), que sustituida en una ci ogral definida, del tipo: 


b 
Siy yde 


le dé un valor máximo o mínimo relativo; tales problemas son p. cj 

1." Entre dos puntos de una superficie cualquiera, determinar 
cuál es la curva do longitud mínima; ésta se Пата gcodésica. 

2. Entre todas las curvas que pasan рог. йоз puntos del plano 
determinar la que engendra la superficie de área mínima al girar 
эп torno de un eje. 

En estos y otros ejemplos el elemento geométrico (longitud, 
dren, ete.), que se desea hacer mínimo, viene expresado por una in- 
tegral donde figura la función desconocida у(х) y su derivada y (2). 

‚ Si la función у(х) hace mínima o mázima una integral сњ el 
intervalo (a,b) tiene esta misma propiedad en cada intervalo par- 
cial (w,b'). En efecto, si la función у(х) no hace mínima, por 
ejemplo, a la integral en el intervalo parcial, y es y,(2), resultará 
una nueva función o arco AA’ C’ B'B en el cual la integral toma 
un valor menor que para la función y(z), contra lo supuesto. Así, 
por ejemplo, las curvas geodésicas de una superficie son geodésicas 
entre dos cualesquiera de sus puntos. 
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330. — Ecuación de Euler. 

Designaremos por y la función desconocida que рага x= 
y = b, toma los valores prefijados y (a) == A, y (b) — B, es decir, re- 
presenta la curva buscada que pasa por los puntos dados A, B. 
'onsideremos las funciones del tipo уб») + t.2(z) siendo z шш 
Iunción continua 
arbitrariamente dicha función 2(2), al dar valores reales a £ van 
resultando infinitas eurvas que pasan por «A, Л. Entre ellas, pare 
4 —=0, resulta la misma y(e). Este incremento {.е(г) que so Је: дв 
a y suclo Mamarse la variación de y, vepresentándosc así: dy. Еп. 
tiéndase que esta letra д indica simplemente la diferencia entre le 
fune los mismos valores en los 
extremos, es decir, su gráfica está formada por la diferencia de or- 
«enadas entre la curva y(x) y cualquier otra que pase por A y В 
Así como el incremento Ay es la diferencia de valores de una misma 
función para diversos valores de 7, la variación dy es la diferencie 
«le valores de dos funciones para сайа valor de x. 

El valor que toma la integra 
[1] para cualquiera de dichas infi 
nitas funcionos y + tz es: 


de z que se amila para 2m a, 2 =. Elegide 


n y(x) y cualquier otra que tom 


ж lay + lay + te) dz. 


«ue depende de la función 2 y de 
ero real t, pero unn vez clegi- 
da 2(7), es J función de Ё. 


Elegida arbitrariamente la función 2(2) tenemos infinitas cur- 
vas al variar Ё y la integral es función de t; su valor debe ser mí- 
nimo para 2 == 0, luego su derivada debe ser пша para f — 0; di- 
cha derivada resulta derivando bajo el signo integral : 


Fim f (fe + fy а) —0. 21 


El segundo sumando contiene la diferencial exacta 2.de mm de 
+ integrándolo por partes resulta: 


è ы o 
Sly 2 deaz. fy i — f 2.D fy de [3] 
pero 2 es nula para £—a y para £= b, luego se anula el minuen- 
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do y sustituyendo el valor [3] en la [2] result 


"y dx = 0 14] 


cualquiera que sea la fun- 
Me en todo el intervalo pro 


Esta i 
ción > y par 
puesto (и. рУ 


. pues, ани 
rio que se 


>] 


DEMOSTEACI 
cumplen la vondición [4], es decir 
ein 2, dicho ser nula 
algún punto fuese positiv 
todo un intervalo parcial (par la ee 
en sicho inter is que debe ser mula, por 
plirso la condición del mi parcial, según so һа expl 
on el párrafo 

La determinación o minima o máxima Ja inte- 
gral J so redwee, p i [5] con las condiciones iniciales 
Ya) = 4, y(b) = В. 


Te aquí, pues, unn ceu 
orden (pues al de Pe 
la función buscada y (2). 
lo y, la integración reduce а la de ést 


Desf =0 dedonde: f'y =C 


son Tis vinicas: funciones: que 
ише ит! [+] es mula емай 

15] on todo el intervalo. (а, В). 
por ejemplo, se conservarin. positiv 

1) y clógida с positiva, In i 


iferencial ordinaria de segundo 
vá y”) а la cual debe satisfacer 


¡ón integrando flr, Y, y) carce 


e integrando esta ccuaci primer orden aparece una segunda 
constante arbitraria. Ambas constantes se determinarán por las con- 
diciones iniciales y(4) = А, y(b) == В. 

En el enso general en que bajo el signo integral figuren o, y. y 
la ecuación [5] desarrollada es: 


lu Se — fy 


ecuación no lineal en y”, pues 
deben deducirso derivando la función f(a 


ducirá a una función con dos constantes ar 
terminarán como arriba se ha dicho . 


y” =a 0 161 


n los cocficiontes, que 
). La integración con- 
itrarias, que se de- 


ula, pues, а la derivada J'y 
adn gunda, dará n la inte 


Nora. — Esta función y(x) así determi 
y según quo haga positiva o negativa а la de 
gral un valor menor o mayor que todas las funciones y -j- f> de un cierto en- 
Хото || < 6, supo o fijada la función auxiliar 2(2). En la práctica no 
suelo ser necesario recurrir a la derivada segunda, pues la índole del problema 
indica зі so trata de máximo o mínimo; y como las únicas funciones que puc- 
den sutisfacer al problema son las que anulen a la expresión [5], sólo podrá 


422 ELEMENTOS DE CALCULO DE VARIACIONES 


haber ambigiiedad cunudo haya más de una solución quo satisfaga а las con 
«liciones iniciales, como sucede en el ejemplo 3. 
Pudiera erecrse, por analogía con la teoría do los máximos y mínimos or- 
«dinarios, que el análisis de las derivadas sucesivas (*) permitirá resolver com- 
ото puedo verse en las Notas. 


pletamento el problema; pero no acontece así, 


331. — Problemas clásicos de cálculo de variaciones. 


Fsemrio 1. — Determinar las funciones у(х) quo hagan mínima la in 


tegral: 


de 
урут» 


igualando а cero la variación primera, resulta 
que, por no figurar y en la integral, so reduce в ésta: 


Siendo fm) = V1 
la cenación de Euler 15] 


Dsfy.=0 de dondo Fy =e, о эч 


ү, uma función lineal euyar constantes se determinan por la condición 
ar la recta por los puntos dados, Dado el significado geométrico de la 
integral, el resultado cra a priori conocido. 


Horse 2. — Curva ontre dos puntos, que engendra cl cuerpo de rovo- 
lución de volumon mínimo al girar alrededor del eje 2. 


b 
F =rfyde, siendo f(r, y, y) =y 

La ceuneión do Euler cs en este enso: 
Fo Dife 


luego la curva coineide con el sogm 
extremas, como сга do esperar, dadas las condi 


Езкмтїю 3. — Superficies de revolución de área mínima. — Entro todas 
las curvas de extremos dados determinar In que engendra la superficie de re- 
volución de menor área al girar alrededor del eje æ. La expresión del área es: 


8 = Sr [уух (dy = 2r fyv l+ 5 Mya) =yV Fe 
(*) Como la integral J cs función de t, desarrollada por la fórmula de 
Taylor resulta: 


t ы e dJ 
=H +5 + 
TENIA ї! de 2 die 


Sólo hemos considerado el término Hamado variación primera: 8J =1.4% 
el estudio completo exigiría considerar las variaciones sucesivas: 

ёз ајә, BIZ" , .... 
pero ya anunciamos arriba que по es suficiente рага vencor totalmente la difi- 
cultad del problema. 
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habiendo adoptado y como variablo independiente y z como función descono- 
ida, рата simplificar; pues la ecuación de Kuler, con esto cambio de varie 
jes, es: 


рур =0 quese reducen руа 


e integrando resulta: 


yr 


lua ока: — 
ТЕД 


аз y separando variables dr = 


Jugamos el cambio de variable 


dy =a.shz.de 


La ccunción se reduce a +1 в, 


de—=a.de do donde ж=- 


Вт 
| і 
Г] SS ` 
antes a y C de que la curva puso 
om dos puntos dados eu respecto! el 
ж, para como ч} nk си fun 


— aC, luego € 
aros me plen үт 
una, (Vers 


móto 


tarse 
pe, 


eno derde O а 
‚ ano el my 


Esrurio 4. — Problema de 
4 por тиз curva O A y ве tr 
invertido en recorrerla sea mínimo, 

La velocidad, después do haber descend: 


la ordenada y, es: 


Узду luego dt 


y ol tiempo trascurrido e 


А кы 
T= f ds/ V2 gy = 14 f VIFF 
ә o 


ox adoptado y 
nera que est 


$ fa—Dyfe=0 
f'e = const; o sea, poniendo la constante cn la forma 1: VF, во 


Ра 1 


УУ Fa) 


e donde 
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Pongamos para racionalizar: 
y =r(1—cost) = Sr sen? мн 


y el segundo miembro se simpli 


de tdt = r1 — eos t)dt 


cuya integral generat esi 
азов +C. 


y ема constante debe ser mula, pues pura y 20, € 


= 0 debo ser у 0, Rombo 
tan axî las cepnciones: 
2=r(t—sont) 


y=r(1-— cost) 


que representan una cicloido, enya base es 


Pais rampa cielo 
de tiempo mínimo. 

4Cómo construir o determinar ln eicloide quo pasa por O y 41 No es ffeil 
resolver este problema algebraicamente, poro en cumbio es muy sencilla la 80° 
lación gráfica representada en la figura. Dibújeso una onda cualquiera de ei- 
cloide у detormíneso el punto d’ de intersección con la comirrecta O4, La bo- 
motocia de centro O que transforma A’ en A da el areo de cieloido ОА que 
resuelve el problema. La figura indica asimismo cómo во determina su radio т 
y во deduce Fácilmente el argumento t que eorrespondo al punto A. 


jal so llama curra braquistócrona, que significa: eurea 


EJERCICIOS 


1. — Dibujada la curva y= eh z construir gráficamente ol arco do entes 
лана do extremos А, B que engendra la superficie de revolución de área mínima. 
2. — Caleular la pendiente que dehe tener OA para que el punto mòvil 


Negue horizontalmente а 1; ídem ascondentemente (como en la figura); idem 
en sentido descendente. 
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332. — Casos especiales de la ecuación de Euler. 

Ya hemos visto que si la función integrando f(r, y, y’) no con- 
tiene la y, es inmediata una primera integración de la 
Euler, la cual se reduce a una de primer orden 

Si el integrando no contiene la л. hemos reducido este caso al 
anterior permutando las с que e 
sea función de y en el intervalo (A, B); es decir, que la solución 
buscada sen función monótona, y tal condición puede no cumplirse, 
por desgracia, en los dos problemas de la superficie mínima y de la 
braquistócrona, Veamos la solución т 

Si la función 
la ecuación de Euler 16] 

PF me Y” - {17 

Designando por D la derivación total, respecto de la única va- 

riable independiente ус, y comparando [1] con las expresiones: 


DTM AA 
DUO NAS А fy 
se ve que la diferencia de éstas es precisamente aquel trinomio mul- 
tiplicado por y’; luezo de la ecu o deduce 


D — Py W) +0 Puy =u (2) 


weno 


ables; poro este artif 


s del tipo f(m, y’) 


ndo carece de 
se red! 


ecuación de primer orden que suministra la integ al, con 


dos constantes a, b. 
Furncicio. — Aplíquese la силе! 
áron mínima y al de la braquistócron 
Nora. — Fácilmente se pasa de esto método al apliendo en (333), que- 
dando así justificada la permutación de variables, En efecto, allí procedía- 
mos asi: 


[1] al problema de in superficie de 


(з, ydr = f Су, 2) dy 
y suponiendo que z= z(y) fuera uniforme on el intervalo (A, B) obteníamos- 
como integral do la cenación de Enler q, poro siendo: 


ox . E 


Y como у == 1/27, este binomio vale: 
ft fe (1/72) o sea —Pyy 
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Por ambos métodos se llega, por tanto, а la misma ocuación diferencial, 
quedando así justificado nquél, si es y función uniforme de я, aunque no exis 
ta función inversa, 


333. — Geodésicas de una superficie. 

Problema muy importante en Geometría y en Física relativista 
es el de las geodésicas de un e cio eurvo. En el caso más sencillo, 
que cuclidiano, la expresión de 
la diferencial de arco (2: 


el de las superficies del es] 
a 


ds = VE du + 2ри.а + G dv? 


adoptando и «o able 


idependiente, la fune tugrando es: 


о val 


[= VE + Кз” U 


y ln ecuación diferen 
aplicando la ceuae 


1 de las geodésicas resulta inmediatamente 


de Euler: 


(EA ¥ Gr.) : 2f = Da ОР + o) 


n 


EXPLO 1. — Si la superficie cs plana, E = б =1, F =0, la ecuación 
жо reduce n ésta: 


Dp [viy 14021 & n з= аф 
es decir, las geodéi ла son rectas, 
Hamre 2. — Geodéxicas de la superficie esférica. 


Si u es la Intitud у v Ја longi 
férica de radio 1 es: 


d, ol elemento de arco: en la superficie en- 


E=1, F=0, О = соз? н. dx == днз 4 сова a de? 


Más sencillo: efectúese el en 
la Nota de (260). 

Como no contiene la vari 
тега integración, da: 


donadas, como ya se indicó en 


le v, la ecuación de Euler, después de una pri- 
cono 
Туреева 
poniendo en osta forma 1а constante рага facilitar la integración. 
Despojando: 


la integral es inmediata con el cambio-de variable tgw=t y resulta: 
с.зеп (44 a) =tgu о bien ucosv-+beono=tgw 


que representa un arco do circunforencia máxima, sección por el plano 
az by = e, 
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334. — Curvas extremales en forma paramétrica. 

La teoría que hemos expuesto es muy restringida, por conside- 
rar solamente aquellos arcos de extremos A, B, que son cortados en 
un solo punto por cada recta paralela al eje y. Para poder conside- 

piur la forma paramótrica: 


rar todos los arcos A B es pr 


ЕО) и= н! 


'exencial queda divi 
vadas por w’, Para que 
dependiente del pa 
preciso que la función 
mo esto vale para todo 
edo respecto de las variables 


la integral tenga si 


motro clegido pi epre 
forma y quede multiplie 
debo ser 


La fime 
rumple esta e 


pura in Tomgitadl el wren o 


nogoncidad. 
La misme sueo n Ia TE que npureee on ol áron she Ja 


superfieie de revoluci 


Pava Тым 


poniendo s ++, 


s coordenadas 
de zx, y. Las funciones 2,00) 
2,00) sun continuos nelas en los estierios A.B, у рет "a 
las supondremos positivas en los puntos intermedios, Los números 
Fy, ry son reales nan el areo AB. 
Ln integral ión W(r,, ғ.) de los parámetros 
у мих derivados i respecta de ellos deh 


wo AB 


omodid 


xima o miima en el 


[ 
(0,0) =$ а 4/34! 0 
W0, 0) =$ (fas t FU 0 
“ 


ado de la 2, 


uler 


integral ve 


lo mi 


'ransformando por 
sulta como уп se vió (332) la 
para la 1.* integral. Result 
«de 2.° orden 


15] de 


РУ 


Р-р 0: Гу Рр 0. 141 


donde el signo D indica derivación re:pecto de 4 


as COMPLEMENTOS DE CALCULO DE VARIACIONES 


de la homogencidad de f(2,y,27, y") вө veri- 
fica la identidad fácil de demostrar: 


(Fas Руа == о DP yd 


y por tanto, basta resolver una de las ecuaciones. 


La demosfración se reduce a derivar respecto de ¢ Jos das miembros de la 
igualdad: 
[= ft у» 
que expr homogercidavl de f por el t de Euler (198), y simplifi- 


Had obteni OS 
aparecen en ambos mie 
Me aquí un problema elf 


el método expuesto 


cando la igu 


de los tó 
ind propuesta. 
m completa no sería posible por 


Promesa эп NEWTON, — Determinar el cuerpo de revolución que al mo 
verse en la dirección de su eje en un flúido encuentra resistencia mínima; su 
poniendo que la resistencia normal es proporcionat al cuadrado de la compo 
nente normal de la velocidad. 

Ea mirada por el el 
Ramla; la componente normal de la 
sin de la corona de superficie es Zar, 

Como ln componente normal al eje es nu 
puralola, la ена! se obt 
todas ex la integral 


lo ds, al girar al redelor del cja з, es 
ul v es w.dy/ds, luego la resisten: 
«dyz/ds por un factor numérico. 

з, bata considerar ln componente 
r dy/ds, ego la rosultanto de 


expresando lus enod 
Ta ecuación de Euler que debe integrarse es p 


yr yr 


= yaya 


а 
у adoptando como parámetro t = 27/07 resulta 
inmediatamente: 


и a(t Da: 


cuya deriva 
шаа 1) (2 


permite despejar: 
ж = a(t Dn 
o integrando n 


о х 


1): t= (804 


2=a(% le + t2—logt) +0. 


Estas expresiones paramétricas indican que y no puede amularso, es decir, 
In curva no corta al eje z, El estudio de la curva (v. р. ej. Vivanti) permito 
construirla y In figura muestra claramente que el arco buseado debe portene- 
cer n una solu тата de la curva. Dados los extremos А, B, la construcción deb 
arco AB puede h fieamento por semejanza. 
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335. — Principios extremales de la Física. 
Desde la antigüedad se ha intentado edifi 
er extremal, de los cuales se deducen las cena- 
más cada 


la Física sobre 


postulados 


e cará 
se acentí 


ciones y leyes fandament 
día. He «quí los más importantes: 


les. y esta tendens 


Piaseirio DE Maurerros эк La acoión mixa. (1740), Un punto móvil 
de А а Б sigue el cumino tal que la integral de la velocidad a lo largo del 
mismo, es decir, § v.ds, es mínima, 


esto pri » у modermamente generalizado 
por Hêlder (1896) pueden ciones do la Mecánica. Por ejem- 
plo, para el movimiento libro, lus ecuaciones de Euler aplicadas в la integral 
que expresa ln acción у (02 уЗ) dan 2 =a, y = b, єз decir, el principio 
de inercia de Gálileo. 

Pranemio эк Fexxar (1629). — Una generalización importante del pro- 
bloma de lu braquistócrona es ésta, que llamaremos problema do Format: 

Siendo ln velocidad de un móvil una función conooida v(x, y), determinar 
entre dos puntos Л, В, es decir, el aroo tal que яса mini- 


ш 
Т= 


En el problema до Bernoulli, que condueo n 14 braquistócrona, cata velo- 
cidud cs proporcional а Vy, pero en ol de Fermat es una función cualquiera. 
Si y es la velocidad de propagución de Ja lux (es decir, si 1/0 cs ol indico de 
refracción) ке бепо el nutóntico principio do Fermat (o de Heron), funda- 
mental en Optica, y que permite demostrar fácilmente Jas leyes de ln xoflo- 
хіба y de la refracción. (V. Curso Cíolico, 11). 

Нлмилом (1834) Y ECUACIONES DE LAGKAXOR (1788). 

Un sistema mecánico con n grados de libertad está caracterizado por n pa- 
rámetros o coordenadas: qu .., dn Tunciones del tiempo, La energia po- 
tencial U es función de chlos; la cnergía cinética o fuerza viva Т, es función 
de ellos y de sus n derivadas respecto do fj la diferencia 7, — С во Hama po: 
tencial cwético, y con osta denominación, se enuncia asi el prinoipio de Ha- 
milton: 

Entre todos los movimientos posibles que en ип ticmpo dado hacen pasar 
un sistema de uno а otro estado, so realiza aquel movimiento para ol owal os 
estacionario el potencial oinético medio: 


el camino más bre 
mo el tiempo total: 


PRINCIPIO > 


a 
f (L—U)at 
Las ecuaciones de Euler [4] son en este caso las n siguientos: 
DIG — (Te— U) =0 (= 4 ++» 4 
que son precisamente las conaciones dinómicas de LAORANOE. 
Las ceunciones de Ја Estática resultan como corolario: 
Ca=0 (а=: dn <-s ge) 
a decir: Condición necesaria y suficiente para que un sistema mecánico de 
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energia potencial U (de de > 2 en equilibrio para ciertos valores de 

presentativa en el espacio de Зп dimensiones formada por los puntos ouyas 

estas coordenadas, es que la energia potencial sea estacionaria para esos valores. 
Otros prineipios, también importantes en Mecánica, son éstos 


Prexcinio DE Gauss DEL esPuenzo міхтмо. — El movimiento de un sis- 
tema materia! con vínculos bilaterales, está caracterizado entro todos los movi- 
mientos compatibles con los vínculos por la condición de esfuerso mínimo de 
éstos. 


Piaxcirio pe HERTZ. — El movimiento de un sistema material de n puntos 
con vínculos bilaterales independientes del tiempo y no solicitado por fuerzas, 
se verifica con velocidad constante y con curvatura mínima de la gráfica ro- 
coordenadas son las coordenadas de los n puntos por las respectivas races oua- 
dradas de sus masas. 


336. — Variación de las integrales múltiples. 
El problema fundamental es análogo al resuelto en la lección 
es (e, y) definidas en un recinto 


anterior, Entre todas las fune 


D, que toman valores prefijados en el 


ntorno г, determinar aque- 
mo relativo a la integral: 


Пак que dan valor máximo o mín 


SS fe y ua, а ide. dy [5} 
b 
Geomítricamentes determinar los easquetes de contorno dado С 


a la integral. Haciendo variar u, es 
decir, poniendo w + rw, donde r ex un número real y лоба, у) una 
función continua que se anula en el ¢ по С, la integral es fun- 
ción de la ble real r y anulando su derivada se Педа a la con 
dición necesaria de Euler: 


ра а 


que hacen máxima o mínim 


He aquí algunos ejemplos muy importantes: 


Suprkpicies DE AREA міхіма. — Aplicando la condición [6] al área de 
un casquete de contorno C 


8S =f f V1 Fea dedy = f { V 1E po qadr. dy 


resulta inmedintamente la ceuación de lus superficies de área mínima: 


PLA) — tel) 
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jes mínimas de ro: 


LET. — Dado un recinto A, cuniquiera que sen la fun 
мб, y) que en el contorno tomo valores prefijados, hace positiva а la in- 
teral: 


си) de dy 
1 tiene un mí ¿Será accesible, es decir, exis- 
tirá alguna fi tegral 7 eso valor mínimo? Este postulado 
famoro se Mama principio de Dirichlet. Tal función debe satisfacer а In ceun- 
vión [6] de Euler, que en este caso es: . 

)17 ; 0 کی ا 
pero nun demostrada la existencia de solución de esta ecunción do Laplace, no‏ 
queda probado que haga mínima a la integral. En cambio, admitido ol princi‏ 
pio de Dirichlet (que se puede denwstrar directamente) не deduco, como‏ 
hizo Riemann, la solución de‏ 


luego el conjunto 


EQUILABIIO Y MOVIMIENTO DE CUERDAS, MEMBRANAS Y PLACAS. 
Si se ulahen el contoruo de una membrana elástica situndu on ol plano zy, 
el área de la superficie z= f(r, 4) que forma la membrana es; 


GS VANA Edy у Garda ti SSU) Су) 2] de dy 


mos en el desarrollo de la raiz eua- 

«rada, Ln dilatación sufrida por la membrana viene expresada por el 2. su- 

judo; у como la energía potencial es proporcional а la dilutación, resulta 

como condición de equilibrio: la función = debo hacer mínima la intogral: 
SIEA (с) а, ау 

m de Euler [6], apli 


os primeros té 


utegral, es: 


en dovir, la vcunció 


Anúlogamente resulta Tu pinea elásticas 
Аде A F(R.) siendo f la representando A cl lapi 
то que, al aplicarlo Чоя voces, da unn ecuación de 4 orden. 


de variaciones n lasgecunciones de lon movi- 
plaeas y membranas; la primera, que es la de 
la en ln lece : 


También conduce 
mientos vibratorios de el 
VAlembert, ha sido ya est 


Kona 


de lu cuerda vibrante: 


de la membrana vibrante: 


ө. Mi) = 
dr ta placa vibrante 


HIENI А. 
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NOTAS 


La toorín expuesta en ln Lección SO ticue toda la sencillez y toda la imper- 
Tección lógien de la Matemática del siglo XVIII; y aunque es suficiento рага 
Jogar n Ins fórmulas prácticas que necesita el técnico, conviene señalar sus 
Ingunas e indicar, siquiera sen somoramente, el modo do Ienarlas. 

Ya hemos advertido que la ecuación de Euler да una condición necesaria 
pura las funciones extremales (que есп máxima o mínima la integral); pero 
no suficiente mi siquiera jones de signo relativas a 
las derivadas ss zrul pura cada tipo do va- 

dentro del haz y 4-3, siendo z uni 
sex para ol conjunto «o todas ellas; de 
con Ва teorin ordinaria, en ejemplos como el 


ual modo, que arontecia 
н (215); pero адмі ol 
e ir, «1 vonjunto de funciones су өх 


Esrario. — Determinar Ja curva do ex- 


© tromos 0 1, que haga máxima o minimi а la 
10 п! уд integral sigu 


122 — D(2) =0 


que so vatisface por la solución y 
«le леве mínima la integral para varinei 
«que жиш la función clegida 202), соп derivada finita en (0,1), tomando t aufi 

mte pequeño, єз la integral positiva. Sin embargo, existen funciones 
tun próximas n 0 como se quiera, quo hacen negativa la integral, Basta cons 
truir curvas como la indicada en lu figura, formada por un segmento тее} 
Jinco al arco de sinusvide у = а sen ж/а, y el análogo en el otro cxtromo. Un 


«ещо fácil conduce а esto resultado: 
ууз dz 


ant) Sy àz > а(1 — 2na) 

suficientemente pequeños, la inte 
Noto el lector que la distin 

misma cstudinda en (215). 


1 resulta negativa. 
jón entre entorno-y aproximación radial cs la 


CONDICIÓN DE LROEXDKE, — Para poder aplicar a lu ccunción de Bulor los 
uétodos generales de lus ocuaciones de 2° orden р. ej. el desarrollo en serio 
(310) es necesario despejar y”, operación posiblo 
«de Legendre во puedo afinar, considerando la vari y así resulta esto 
doble criterio pura que la solución de la ecuación de Euler haga minima la 
integral: 


Condición necesaria: f"y y >0 


Condición suficiente: fPyy y — (Fi Y 


EJERCICIOS 


— Detorminur las goodósicas do las superficies cilíndricas y cónicas. 

— Resolver en forma paramótrica el problema de la entenaria y cl de 
la braquistócrona, parn ver si existen curvas no uniformes respecto de x, que 
satisfagan а las condiciones impuestas en ostos problemas 


APENDICE 


TEORIA DE LOS ERRORES FORTUITOS DE OBSERVACION 


2, — Errores sistemáticos y accidentales. 

Ai efectuar repetidamente la medida de una magnitud resul- 
tun números distintos de la verdadera medida de ésta; unas causas 
de error son conocidas y actúan en un sentido conocido; tal sucede, 
por ejemplo, si se mide una distancia llevando reiteradamente una 
regla, sin estar bien alineados los puntos intermedios, en cuyo caso 
resulta un error por exceso; о si la regla tiene un error por defeetc 
о por exceso;. .. En general, todos los errores debidos a defectos de! 
instramento, se llaman sistemáticos y pueden calcularse aproxima- 
damente; los números obtenidos on las medidas deberán corregirse 
de estas causas sistemáticas de error; pero aun hechas estas correc- 
ciones, los números así corregidos difieren del verdadero, unos por 
defecto y otros por exceso, Estos errores debidos a causas tan сот. 
plejas que no es posiblo conocer ni evaluar, se Патап errores ac 
dentales, y cuando el número de observaciones es muy grande tien- 
den a compensarso, verificándose estas condiciones: 


1° Los errores son tanto más frecuentes cuanto más pequeños. 

2° Su promedio tiende hacia сего al crecer el número de ob- 
observaciones. 

3." El número de errores superiores a cierto número es son- 
siblemente nulo. 


Cuando el promedio de los errores tiende hacia un valor distin- 
{о de 0, es preciso buscar alguna causa de error sistemacico; y si no 
tiendo hacia ningún valor, se dice que el xistema no es normal. 

Estas o análogas condiciones, igualmente insuficientes, suelon 
tomarse para caracterizar los errores accidentales o fortuitos; pres- 
cindamos de ellas y después daremos la definición rigurosa. 


2. — Errores medio y promedio. 
Sea X el valor exacto de la magnitud desconocida y >, los n 
valores observados. Llamaremos errores verdaderos a los números 
Фф, — 2, — X, y designaremos por д el promedio de los errores, o sea: 
ò= r: n= ®(х,—Х):п [27 


Si formamos la media aritmética M de los valores observado. 
«como es 


Ea, —nM 7. ò— (OAM nN) МХ 125 


Es decir: el promedio de los errores verdaderos es igual al error 
«del promedio de los valores observados. 
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Llamaremos errores aparentes a las diferencias conocidas entre 
los valores observados y su media M, es decir: 


А,—т,—М 7. ХА, = Хх, — n.M = 0 {3} 


Este número M está, pues, caracterizado por la condición 
X (2, —M) == 0; pero además tiene la propiedad de hacer mínima: 
la suma de cuadrados de diferencias eon los n valores xr. En efec- 
to, siendo dy == A, — ò al sumar los n cuadrados resulta: 


Mos Хх 
А. 


Уһ 


ХА + mbr ГЕ] 


pues е! doble producto se muh 
ra que sen Y, la suma de enadr 
cor ene para el punto M, y 


por ser A, == 0; luego, cunlquie- 
dos de а las puntos т, ев 
mente es igual si d= 0, es decir: 


1.) Conocido el valor exacto X, ex- 
de la serie de medidas Zr- 
acotar el error más probable 


presar por un 
2.9) Sı se desconoce el valos 
del promedio M y cl grado de precisión de las medidas ty. 

Bl 1.° se resuelve adoptando la medida siguiente: 

ie llama error medio cuadrático o simplemente error medio de 
un sistema de valores a la raíz cuadrada de! promedio de cuadrados. 
ае sus <rrores verdaderos, es decir, pondremos: 


me Sd: y amálogamente m = ХА 151. 
La relación 14] adopta así esta forma importante: 
PS 16) 


ер la zanl es conocido т, promedio de los errores aparentes. 

Cenoceremos, pues, el promedio 8 de errores, si conocemos el 
error medio н; y recíprocamente. Para poder determinar uno y otro, 
sa precisa otra relación, y ésta resulta de la igualdad, 

(13, (5,2) +s 

que se obtiene desarrollando el cuadrado de la suma Xò, у desig- 
nando por s «= X 8, ,. Dividiendo [ 
cada: 


mediatamente: 


am? s 
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Hasta aquí no hemos hecho hipótesis ninguna sobre los errores; 
ni aun haciéndolas podríamos decir nada sobre el número s, pues 
аап con ellas eabe que la 2: fracción llegue hasta valer p(s m == 0, 
o sea г, = M) ; y es, por tal preci 
le hacerse; pero si consideramos, no una serie de medidas de X, sino 
ativos, y Se 
sí las fórmulas 


muchas, los valores de s son unos positivos y otros пс 
admite que su valor más probable es 0; resultando 
fundameztales 


nm? za? 
i таг. 
me SA? 
By ——— —_ 
СД 1 nin— 1) 


ás probable Ð, del valor M, y el 
o de la serie de medidas, Pero este 
de probabilidades. 


dieron los ángulos do 
e 150% para la suma de 
е menor a mayo 


4 triúngulos, resultando estus dises 
нче Aagulos, que expre 


э em кедин 


лө: ородо»; {мв ; -1,613 5 


ien quo están muy compensa- 
don, pero ello valor; pues si se prescindo, p. ej, de los dos primeros 
oriómgulos aumenta considerablemente, La medida de la precisión la da p 


raro 


— Las medidas de una longitud (desconocida) expresada en 


metros, son: 


23,85 ; 


А promedio es: M = 


Errores aparentes: +в 


Cundrados: 


Valores más probab 


= 423,33 6 0,03 


Hour 3 


ido estas modidas de un segmento: 
1,280; 1,282; 280; 1,200; 1,280; 1,290; 1,285; 1,200; 1,280. 

El promedio es M = 1,2836; restando de cada uno y formando ln suma de 
cuadrados es YA," = 0,000192; el error medio y el promedio de errores son: 


ш. = У 0000192. 


0044 ; а, 0,0044: Y TÀ = 0,0013 


y el valor más probable: X, = 1,2930 = 0,00 
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3. — Definición de probabilidad. 
Recordemos algunas defini 


nes de probabilidades: Cuando en- 


tre n casos posibles, nos fijamos en m casos especiales (que se la- 
man favorables), se Мата probabilidad de éstos al cociente 
. Cuando es infinito el número de casos posibles y es finito 

d es nula. Por ejemplo: en un 
lidad de 


m/n= 
el de casos favorables, su probabilida 
número grande de dis 


en el blanco, con- 


nula. 
bilidad de que el di 
3 em. y 4 em. o que el 
ido entre 0,02 y 0.03. 
em. a 4 em. consideramos 
de 10 ета 11 em. de igual m; , se observa que el número de 
Jisparos contenidos en esa zona es menor que en la otra; y si con- 
sideramos un intervalo mucho más Jejano, el número de errores en 
él comprendido es sensiblemente nulo, de acuerdo con las leyes (1). 

Según la definición de probabilidad resulta que ésta tiene la 
propiedad aditiva, es decir: la probabilidad en un intervalo suma 
de dos intervalos, es la suma de las probabilidades en ambos. 


эт de un п sea 0,02 es 
En cambio es пп número finito 
paro quede a una distancia del binneo ent 
error de la medición hecha es 
Ahora bien, si en vez del 


4.— Ley de distribución de los errores. 
didas de una magnitud y llevamos 
como abseisas los números obtenidos ze, se observa que хе condensan 
hacia un cierto punto, espaciándoso tanto más cuanto más se alejan 
de ûl. Si todos fueran equidistantes, se llamaría densidad por uni- 
dad de longitud a la раме alícuota v/n del número total de puntos 
contenida on la unidad, o sea, elegido un segmento h, a' cociente v/nh, 
siendo v el número de puntos contenidos en el segmento h. Como la 
distribución по es uniforme, este eociento varía con el segmento ele- 
gido (z,x-+h), y а esta función de 2, А, la llamaremos densidad 
on dicho intervalo. 

Como el cociente v/n es la probabilidad de que un valor ob- 
servado esté en el intervalo (s, ж 4 А) resulta: 

densidad == probabilidad/h «= P/h 
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La función f(z) — mum. de valores г, < г, está representada 
por una línea escalonada cuyo máximo es el número total n; si di- 
vidimos por n, es decir, si adoptamos la ordenada P(2) = probabili- 
dad de los valores z, < z, la ordenada máxima es 1 y la gráfica 
se Hama de probabilidades totales. 
¡dida la recta en intervalos h, si en el punto medio de cada 
uno llevamos como ordenada la densidad P/h, se obtiene una grû 
fica. que, al decrecer В y aumentar n, se va aproximando а una 
curva continua de forma campaniforme, y diremos que los errores 
son accidentales, si esta curva es del tipo llamado normal о de Gauss: 
(2) =K emir (81 
simétrica respecto de una recta z= c, y cuyas ordenadas decrecen 
muy rápidamente a ambos lados del punto с, siendo sensiblemente 
nulas desde un valor en adelante. Este número с, promedio o bari- 
centro de los 2, es, por tanto, el va- 
yT lor más probable, csto es, el de den- 
„йы з... sidad máxima. Poniendo ж — ¢ «= t, el 
número de errores A, contenidos en el 
intervalo (2, t + №) es igual al de va 
lores x, en el intorvalo (2,2 -+ A). 
y su densidad viene expresada por la 
función de Gauss [S] que se reduce а: 
0) — Ke e 191 
Para п — co la probabilidad <= v/n en el intervalo (— oo, t) 
tiene por hipótesis un límite P(t), que llamaremos la probabilidad 
total; la probabilidad en (1,1 А) cs: АР) = P(t 4- h) — P(t) 
y la densidad en el punto ¢ es: 
ФО) = lím. АР) : h = PL) 
ada рог la ley exponencial de 
ul de que un error esté com- 


la cual suponemos que viene expre 
Gauss; siendo, por tanto, la probabi 
prendido entre a y b: 


PM) —P(0) = foldi К fest de [101 


Para el intervalo — co, -{- co la probabilidad es 1, y como la in- 
tegral, según se caleuló en (282), vale Y x:k, resulta K — keV x. 

Cuanto mayor es k, tanto más se eleva la curva en su parte cen- 
tral, y más rápidamente tiende а 0, estrechándose el intervalo de 
los errores posibles; es decir, aumenta la frecuencia de los peque- 
ños errores y se hacen imposibles los grandes. Por esto se llama k 
la medida de la precisión del sistema considerado de medidas. 
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VACION 


en la función [8], que aparece en muchas 
a у puede justificarse así: 


arar 
das lanzando 4 
sólo ир: 

se pa form 


crias de las sumas 2 hasta 12 logra- 
wu las menos frecuentes, porque 
entras que las sumas intermedias 


1+5=2+ 
La gráfien de estas frecuencias tien 
representa cl caso de 3 dados) y ul 
puede demostrar, a una curva de G: 
Este o 
las frev 


за campaniforme (in figura 
el número de dados tiende, como во 


o para demostrar que 
y asintótica de Gauss, 
а de mmerosos sumandos, Hamados 
us Jos modos posibles. Es preferibto, 

i basadas en propiedades 


que se combinan 
sin embargo, desistir de tales demostra 
deseonocidan do los errores as 
de éstos, 


Farr 
pollación помо 
la uno como ordena 
entre ambos núme 


— Ni so Mas Ме los conscríptos en un paña do 
а у ке divide el eje з en em, Hevando en el puntormedio de 
el número de reclutas cuya estatura está comprendida 
:onsccutivos, revolta fien con un eje de simetría 

liera el ojo æ en mm. 
) lus frecuencias serían 
lugar del número y Покатов 
si Cain es del tipo [5], se dico 


aproximadamente 10 vecer 

tos de la gråfien tienden a fa 

que la población es normal. 
päis hay un ni 


xtranjoro, la gráfica no sorá uun 
nal o de Gauss, sino que presentará unn forma como la indicada en 
Ja figura 2.*. Huy métodos para descomponer tal función en suma de funciones 
normales y la figura indien quo en este enso hny dos sumandos, La interpreta- 
ción es clara: la estatura medin 4 unyoría del pais es 1,50; y la ostatura 
medin de la minoría extraña es 1,05, siendo esta minoría aproximadamente 34 
de la población total, como se ve comparando las áreas. 


5. — Errores de diversos órdenes. 
La determinación de una magnitud por observaciones se puede 
comparar con un juego en el que solamente hay pérdidas, pues los 
valores observados siempre difieren del valor cxaeto, y el error, sea 
positivo o negativo, puede considerarse como una pérdida; es un 
juego en que sólo puede aspirarse a perder lo menos posible, y de 
igual modo que en los juegos de azar se mide el riesgo por la es- 
peranza de pérdida, es decir, por el producto de la cantidad arries- 
gada por la probabilidad de perderla, en Ја teoría de errores se 
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puede definir el riesgo de error como suma de los diversos errores 
posibles &, por sus respectivas probabilidades, es decir, por la in- 
tegral 

1111 ھاو 553 


la cual no es sino el límite del promedio de valores absolutos 
®|д[:п (°). 

Por tanto, la integral [11] es aproximadamente igual al pro- 
medio absoluto de los errores, es decir, a la media aritmética de los 
valores absolutos de los errores. 


Esta medida del riesgo de error no es la más satisfuctoria, pues 
la importancia de cada error no debe medirse por su cuantía, sino 
por una función de esa cuantía, y según cual sea esa función F(0) 
que se elija, resulta una medida «distinta del riesgo de error. 

Si adoptamos la función 8% el riesgo cs el promedio de los 

rores, езун raíz cundrada hemos llamado error 


q 
se adoptan 5% o 3% resultan los errores medios cúbico у hi- 


«lrático py уон, de uso menos frecuente que los anterior 


mes notables entri 
respec 


Adoptada la ley d resultan relaci 
los errores medios y la precisión k. En efecto, las integrales 


tivas se culeulan directamente, o se deducen fácilmente (%*) de la 
ya coleuladas 

2 f o tt dr y nik 1121 
y son las siguientes: 

2fe сөз, drantik (13) 


ен а= y ak 1141‏ کر ۾ 
è‏ 


2f rettet dr —1/k* 115] 
ә 


clr = Y а/Ё [16] 


(*) Más general: cualquiera quo кеа la función continua F(z) la suma 
de valoren de F(z) en los » puntos òr del intervalo A ез пий и y лоев з 
media aritmética, lu cual, por la continuidad, cs uno de los valores F(£) en el 
intervalo; luego” para dicho intervalo es YF(2)/n=wF(E)/n=P.F(0; y 
como la probabilidad P es la frecuencia por A, en el límite resulta la integral 
como lMmito de XF(x)/n extendida a todo el campo de car 
(2%) La integral [13] es inmediata, haciendo kz = f; 

rivando [12] respecto del parámetro К; y derivando ln [14] sale la [16]; aná- 
logamente, derivando [13] sale [15]. Aunque sólo hemos demostrado (20) 
Ja regla para intervalo finito, también es válida en este caso. 
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Multiplicando todas por K = Ё/ул, los primeros miembros som 
aproximadamente (véase la nota de página anterior): el error pro- 
medio absoluto y1,; el cuadrado del error medio cuadrático ы? (o 
p? sin subíndice) ; el cubo del error medio cúbico |; y el bieua- 
drado del error medio cuártico Hs. 

Llamando A = 1/5 (puede considerarse como medida de la im- 
precisión) resultan, por tanto, estas relaciones 


ША Vr Hy A.0,564 итү 
MSAN 27. py AOTT 118] 
HAZ 2. u, A.0,827 [19] 
MESAM CMA 0,930 (201 


He aquí, pues, cuatro procedimientos para calcular la medida 
k de la precisión del sistema de observaciones, o su recíproco A; 
y conviene utilizar los euatro para juzgar si los errores son efectiva: 
mente fortuitos. (®). 


pario. — En la serio de medidas ine 
E] Sr | 0,0408 2, мт 0,0037 


Aylicando la primera fórmula [17] para la precisión resulta  ~ 0,0005. 
En cambio, vtilizando el valor ya esleulado, р, — 0,0044 


6. — Error probable de un sistema de observaciones. 
La probabilidad de que un error esté comprendido entre — уг 
viene expresada por la integral: 


(R/V) Ге e. de 


o si hacemos el cambio de va~ 
а: 


la cual tiene las variables x y Ё; p 
riable kr == f, se convierte en esta ot 


ze 
(б/у) Ге. = O (kz) 
ә 


Mamando 9(£) а la función p а de е", por la constante 2/ Vz. 

Esta función se ha tabulado al final 

lar la probabilidad, conocida la preci . 
Tiene especial interés aquel valor æ == ғ tal que la probabilidad 

de que sea |B. | < r es igual a la probabilidad de que |3,] > r. 

O sea: la probabilidad para el intervalo (—r,r) debe ser Ya, es 

decir: (kr) = Y4. 


(*) Dice Bortrand: ““Estas fórmulas singulures merecen tanta confian- 
za, que um exieulador que examine una serie de observaciones y encuentro que 
ndbsatisfacen n estas relaciones, puede tener como seguro que han sido retocados 
y altorados los resultados do la experiencia.” 

Tratándoso de fórmulas aproximadas, esta ación tan rotunda sólo 
ев admisible cuando se excedo cierto límite en las alteracionos. 
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Este número r se llama error probable o mejor error mediano, 
y meatante la tabla se calcula fácilmente que debe ser: 


kr 0477 2. r—A.0,477 121] 


п del error medio: 


5 [22] 


o bien, expresado en fune 


r—u.0,6 


Не aquí, pues, una nueva medida de la precisión del si 
observaciones también proporcional inversamente a la preci 

A veces se toma como referencia el erfor probable, Si éste es, 
por ejemplo, 0,25, e interesa saber la probabilidad de que el error 
sea menor que dos veces éste, podemos caleularla de dos modos: соп 
la tabla de O(t) pondremos {mk 2.0,25, y como según [21] 
k.0,25 — 0,477, buscaremos en la columna de Ө el valor para 
t == 2.0,477. Se evita este trabajo con la tabla especial de la última 
columna, donde рага t = 2, leemos: 0,823. 


7. — Método general de cuadrados mínimos, 


das гуу, 2, по se miden direc- 
а ecuación cuyos cocfie 
y se repiten un gran numero 


Cuando las magnitudes deseonoc 
tamente, sino que se calculan mediante 
tes se conocen por observación dirceta, 
de veces, se tiene un sistema de muchas ecuaciones de las cuales hay 
que despejar, no un sistema de valores de 7, у, 2 que las satisfagan 
exactamente, ya que esto es imposible, sino el conjunto z,y.2 que 
las satisfagan con mayor aproximación, y como medida de esta apro» 
ximación se adopta el error medio. Es decir: si las ceuaciones son 
Гез, у, 2) —0, llamarcmos solución más probable a la que hace 5? 
mínimo, siendo ё, el valor que toma f, para dicha solución, 

Si la función no es lincal, se desarrolla en serie, tomando sola- 
mente los términos lineales сото aproximación, que en muchos casos: 
es suficiente. Supondremos, pues, un sistema de ecuaciones lineales, 
por ejemplo con tres incógnitas: 


arz + bry + erg ml, (r—1,2,....2). 


Se llama sistema normal el sistema determinado: 
(аа) + (ab)y -+ (oc)z = (al) 
(фа) + Буу + (be)z == (bt) 
(са) + (cb)y j- (сс)г == (el) 


designando Eu, b,— (ab) y análogamente las otras sumas, 
Es fácil comprobar que su solución £. Yo, 2, es la que hace mf- 
nima la suma 


х Ха + bry + ers —1,)* 


pues si se sustituye г To + a, y = Мо 8, 2=20+ Y, y se tie- 


"TEORÍA PE LOS ERKOKES DE OBSERVACION 


аа: 


nen en cuenta las ecuaciones а que satisfacen (£o Jo, zo) resulta la 
anterior suma de cuadrados más otra suma de cuadrados (por anu- 
Jarse los dobles productos). O bien puede demostrarse formando las 
derivadas, 


ial y lu nexteración de un тю 
los espacios recorridos en los tiem- 


Ear. — Calcular la y 
xcclorado, conocido 


ento uniformement 


pos 


guientes: 


ión es: e = vt М 


La een 
e, ү; los eoeficienter son t, Ми, €. 


y las incógnitas son 
EL sistema normal ex: 
184 v TAS y — 1073,5 


Tase 


7 y = 70504 


do donde se despeja In solución probable Y 1,08, 


MULA PARA CÁLCULO DE ERRORE 


07742 
олот 


1 0208 
1 onos 
1 oasi 
Ya 0,101 
14 0079 
15 0,059 
15 КҮ 
17 0,031 
18 0,022 
19 01010 
2,0 0,007 
Б 0004 
22 0,003 оон 
2з 0,002 оов 
за 0,001 
25 онот 
26 ооо 
27 0,000 


EVOLUCION DEL CALCULO INFINITESIMAL 
PRECURSORES DEL CALCULO INTEGRAL 


Suele considerarse a Arquimedes como el iniciador del método infinitesi- 
mal para el cálculo de áreas, que había de conducir al cabo de los siglos al 
Cálculo integral, pero en verdad corresponde tal honor a su antecesor Anti- 
fonte, que hacia el año -430 define el área del círculo mediante una sucesión 
de polígonos regulares inscriptos cuyo número de lados crece suficiontemen- 
te. En realidad el concepto de límite, es decir, la idea de crecimiento indefi- 
nido, no aparece todavía; y lo mismo acontece a su contemporáneo Brison, 
que completó el concepto, considerando también los polígonos circunscriptos 
y creyendo, equivocadamente, que el área del círculo es el promedio de las 
Áreas de cada par de polígonos correspondientes. 


Tanto estos precursores, como el propio Arquímedes (-287 -212) en su 
famosa cuadratura de la parábola, no utilizan el método que hoy llamaría- 
mos de la integral, sino el método de exhaucción, que consiste en descom- 
poner la figura en una serie convergente de trozos y la suma de la serie 
de medidas de ellos da la extensión de la figura total, Así p. ej. la simple 
inspección de la figura indica cla- 
ramente cómo llega Arquímedes 
geométrica: 


Esta la primera serie convergente 
que aparece en la Historia у Ar- 
químedes logró calcular su suma 
omando como unidad el área del 
triángulo A В С. 
nte es el de haber establecido además los funda- 
mentos del Cálculo integral, con otro método de cuadratura de la parábo- 
la que no figura en la gran Historia de Cantor y que equivale en esencia 
al cálculo de la integral de х2. 


Juan Kepler (1571-1640). En los 19 siglos que separan a Arquímedes 
de Kopler no se encuentran progresos esenciales en la vía abierta por el 
siracusano. Fué un problema práctico (con motivo de la gran cosecha de 
ava en Austria, donde Kepler se encontraba) el que le indujo a estudiar 
la cubicación de toneles y en 1615 aparece su famosa Stereometría dolio- 
rum que contiene toda una teoría, muy imperfecta sin duda, de la cubica- 
ción de sólidos de revolución, resolviendo el problema para 92 tipos, que 
designa con los nombres de las frutas a que se asemejan. 

Por consideraciones nada rigurosas, descomponiéndolo en pequeñas cu- 
ñas o husos por planos meridianos, Педа a cubicar el toro; y también 
aborda el problema para los cuerpos de revolución engendrados por un 
segmento circular que gira alrededor de su cuerda, cuerpos que llama me- 
Tiformes o citriformes, según que el segmento sea mayor o menor que 
un semicírculo, logrando obtener cilindros equivalentes. Finalmente enun- 
cia una ley errónea que sospecha exacta para este 20, caso: los volúmenes 
engendrados рог el segmento circular al girar alrededor de su cuerda 
y de su eje de simetría son entre sí como la altura y la semicuerda del 
segmento circular. 
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En la misma obra hay atisbos del problema inverso de la tangente, que 

labia de dar origen al Cálculo integral; se trata de distinguir la clase de 
tada cónica entre las diversas que pasan por un punto, según sea la po- 
icin de la tangente en él. También vislumbra el método infinitesimal 
para los máximos y mínimos, y por consideraciones infinitesimales logra 
probar que entre todos los poliedros inscriptos en ıa esfera el eubo tiene 
volumen máximo. 

Finalmente, con motivo de sus famosas leyes planetarias, aborda la 
rectificación de la elipse, llegando а la fórmula aproximada > (a-|-b), y 
por artificios ingeniosos logra calcular la integral definida de la función 
sen x entre o y х, ¡endo el resultado exacto 1—cos х. 

Buenaventura Cavalieri (1591?-1647), es otro gran precursor del Cál- 
culo integral y su Geometría indivisibilibus (1645) significa progreso con- 
siderable en dirección distinta a la de Kepler. Mientras el gran astróno» 
mo alemán persiste en la vía arquimediana de sumar los elementos infini- 


a mediante la otra. Cada recinto 
nsidera сото suma de infinitos segmentos paralelos y cada 
cuerpo como suma de sus infinitas se з paralelas. Tales segmentos 
y tales sceciones planas son los indivisibles de Cavalieri. Cuáles fueran 
los indivisibles de Galileo, que también estaba en posesión de una teoría 
análoga, сз cosa ignorada, pues nada llegó a publicar, pero en sus Dis 
corsi (1638) efectún una verdadera integración de la función gt para lle- 
gar a la ley de caída de los graves; 1/, gt 

El resultado capital de la Geometría de Cavalieri es su famoso princi- 
pio: Dos figuras planas o espaciales que tienen equivalentes sus secciones 
paralelas son equivalentes. Con él logra cubicar los conos, cuadrar la pa: 
rábola, la elipse y la espiral de Arquímedes, problemas ya resueltos por 
el siracusano; pero estimulado por los ataques de sus competidores, Ie- 
ga a perfeccionar el método comparando figuras cuyas secciones son ta- 
les que la extensión de una es potencia de la y asî llega (1049) a ге- 
sultados que equivalen, con el tecnicismo actual, a calcular las integrales 
de las potencias x^ de exponente natural. 

Su exposición ha sido muy censurada, llegando a decir Marie que si 
hubiera premios para la oscuridad, lo ganaría sin disputa. Tal oscuridad, 
agregamos por nuestra parte, perdura а través de Newton y hasta nubla 
muchos tratados actuales por su fecha, aunque no por su contenido; oscu- 
ridad inevitable mientras se pretende descomponer las figuras en elemen- 
tos invariables, sean indivisibles o infinitésimos. Tales tratados, escritos 
especialmente para técnicos, que hablan de puntos consecutivos de una 
curva, y definen la tangente por la condición de tener dos puntos de la 
curva confundidos en uno, y dan definiciones metafísicas de los infinitési- 
mos (cuando tan fácil es en nuestro tiempo darla sencilla y rigurosa) 
están conceptualmente atrasados respecto de Cavalieri, quien con excelen- 
te sentido, no pretende definir los bles, ni explicar la paradoja del 
continuo, limitándose a dar imágenes intuitivas y a enunciar con todo ri- 
gor y claridad su fecundo principio. 

El uso de indivisibles curvos (que hoy llamamos cuadratura en coorde- 
nadas polares) permitió a Cavalieri hacia 1623 y poco después al Р. San 
Vicencio, calcular el área definida por la espiral de Arquímedes. A este 
jesuata se debe también la cubicación de ciertos cuerpos que hoy hacemos 
con integrales dobles. 

Pablo Guldin (1577-1643), religioso como Cavalieri, pero declarado eno- 
migo suyo, publicó en 1645 su obra titulada Centrobaryca, que contiene 
multitud de determinaciones de baricentros; y en su segundo tomo (1640) 
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da los dos teoremas que le han dado celebridad; el 49 volumen ostá ded 
Cavalieri de haber plagiado a Kepler, acusación sumamente injusta, pues 
mientras los indivisibles earecen de espesor y son innumerables, los ele- 
mentos de Kepler son pequeños trozos de la figura, como hage notar Са. 
valieri en su réplica; el cual, ndo la vieja táctica de defenderse ata- 
cando, acusa а su уся a Guldin de haber tomado de Kepler sus dos famo- 
ses reglas, acusación igualmente injusta. Perdió en cambio una mortífera 
arma arrojadiza, por desconocer Cavalieri los escritos del griego Pappo 
ба, III) (que Guidin conocía en cambio muy bien) y en los cuales se en- 
cuentra cl teorema del volumen del sólido de revolución, como producto 
del área del recinto por el camino del baricentro. 

Otra figura muy digna de mención entre los precursores del Cálculo in- 
tegral es Gil Persone, conocido por Roberval (1602-75), nombre de la al- 
dea еп que nació, De él habremos de ocuparnos al tratar del Cálculo Dife- 
rencial, De sus pretensiones de haber descubierto el método de los indivi- 
sibles y resuelto el problema de la tangente a toda curva, hay mucho que 
descontar; pero quedan como aprecinbles aportaciones la cuadratura de la 
cicloide (1636), también lograda por Descartes en 1638; la rectificación 
de la misma y la cubiención de los dos cuerpos de revolución que engendra 
al girar alrededor de su base o de su eje de simetrí 

Blas Pascal (1623-62), discípulo de Roberval, dejó también en el Cálculo 
integral huellas de su genio, do el concepto de integral, calculando 
algunas áreas que equivale finidas entre O y а de las 
potencias de Vai — ж, y otras funciones que hoy conducen а inte- 
grales de productos de senos y cosenos. Vero sobre todo Перо a las fórmu- 
las que hoy llamamos de integración por partes, y cálculo de integrales 
dobles, por dos integraciones si 

Cuadraturas análogas a las hechas por Pascal, realizó Fermat (1657), 
quien integró la potencia de exponente fraccionario o negativo; además 
cundró el folio cartesiano y la curva que después se Патд versiera: 

y=V + x) 

Gran progreso estaba reservado a la incipiente disciplina por obra de 
Juan Wallis (1616-1703), que abandona el método geométrico de 10s ma- 
temáticos continentales, abordando la integración aritmóticamente; y pa- 
ra poner de manifiesto su designio, titula su obra Arithmetica infinitorum 
(1655). He aquí los más importantes progresos debidos nl genial inglés: 
integración de potencias de cualquier exponente (aunque sin utilizar el 
simbolismo); integral de VT — 27, esto es, área del círculo en forma 
de producto de infinitos factores; de otro modo: desarrollo de 7 en pro- 
ducto infinito, fórmula cuya importancia bastaría para inmortalizarl 
demostración de la cuadratura dada por Huygens para la cisoide, ete. 

Pero con ser importantes estos hallazgos afortunados, el mérito más 
trascendental de Wallis reside en haber establecido claramente la noción 
de límite, en la clara y rigurosa forma hoy vigente, esto es, con la condi- 
ción de que la diferencia entre la variable y cl límite sea quavis assigna- 
biti minor. 

Precursores de Wallis en el concepto de límite, pero en forma geométri- 
ca muy confusa, fueron los jesuitas San Vicencio y Tacquet. . 

Deber de justicia es citar asimismo al portugués Alvaro Thomas que hacia 
1600 logró sumar diversas series convergentes, avanzando siglo y medio 
respecto de su época, Entre las muchas series que logró sumar este ge- 
nial escolástico en su Liber de triplice motu (1509), que brillan como pie- 
„dras preciosas en la frondosa hojarasca tomística que Пепа el grueso vo- 
"lumen, están las potencias de series geométricas; у aunquo fracasa al 
abordar la serie logarítmica, obtiene ingeniosas acotaciones. 
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Creado el concepto de límite, la teoría de las series, que tiene su natural 
rogresiones geométricas, evoluciona rápidamente, El italiano. 
(1659), y más tarde e independientemente el alemán Mercator 
(1668), desarrollan la función logaritmica y su integral. El inglés Lord 
Brouneker en el mismo año 1668 obtiene como área del trapezoide de hi 
pérbola el valor log 2 en forma de serie y entre todos preparan el adveni- 
miento de Newton que da formidable impulso a la teoría de las series, 

La figura de Mengoli, descubierta muy recientemente, está llamada a 
ocupar un altísimo lugar en la Historia del Análisis, Contemporáneo de 
Wallis creó la teoría de límites, definió claramente la convergencia de se- 
ries, sumó muchas de ellas, y estableció con todo rigor el concepto de in- 
teg nticipándose casi dos siglos a Cauchy. 


RECURSORES DEL CALCULO DIFERENCIAL 


Mientras los geómetras citados prosiguen la vía abierta por Arquím 
des, las dos figuras matemáticas más eminentes de la 18 mitad del siglo 
colocan los cimientos de la disciplina que había de dar origen al Cáleulo 
diferencial. 
Pedro Fermat (1601-65) descubre hacia 1629 un método para calcular 
los máximos y mínimos de funciones de una variable; se sustituye x por 
h, se igualan f (x) y f (x + h), se simplifica la igualdad suprimien- 
do términos comunes y dividiendo por h; se hace В — 0 y la ecuación per- 
mite despejar х, Por ejemplo, si la función es x? -}- 2x escribiremos suce- 
sivamente con notaciones actuales: 


Оер уз Heri Му = х1 + Br 
Mp hd ао у. 2 f2=0 , к= 


—1 
Asoma en este artifici 


el concepto de cociente de incrementos y su va- 
lor límite para h — 0, esto es, la derivada; pero Fermat no llegó a te- 
n idea de límite y así resulta artificiosa su determinación de tan- 
gentes, que reduce а un problema de máximo. 


Renato DESCARTES (1590-1650), se preveupa exclusivamente de las cur- 
vas algebraicas y en ки inmortal Geometría (1637) determina la tangente 
en cada punto imponiend n de que esultante de ambas 
ecuaciones tenga una mótodo algebraico ha perdurado en 
la Geometría algebraica, conjuntamente con el infimtesimal de Ferm: 
que pronto había de perfeccionarse y que para las curvas no algebraic: 
es el único eficaz, salvo excepciones como la cicloide, cuyas tangentes pue- 
den deducirse también por consideraciones cinemáticas. Tenemos así ol 
tercero de los métodos para la determinación de tangentes, que parecen 
haber descubierto simultánea e independientemente Descartes, Roberval 
y Torricelli hacia 164 

Claramente planteado el problema y resuelto en principio por tres 
vías diferentes, quedó emparejado su progreso con el del Cáleulo integral 
pero hay un capítulo de éste en cierto modo intermedio entre ambas di 
ciplinas que quedó retrasado, por su mayor dificultad; es el de la roetifi- 
cación de curvas, que talentos eximios como Descartes consideraban im- 
posible, por la heterogeneidad sustancial de recta y curva. Fué TARRICPLLI 
quien abrió el camino con su rectificación de la espiral logarítmica (1640 
el inglés Neil rectificó después la parábola semicúbica (1657); su compa- 
triota Wren la cicloide (1658), y Huygens la parábola, llegando además 
a la cuadratura de ciertas superficies de revolución, o al menos a su re- 
ducción a áreas planas. 
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BARROW, NEWTON Y LEIBNIZ 


Contemplamos en esta breve dos ríos caudalosos de ideas que 
avanzan paralelos. Uno tiene su origen en el problema del área y va incor- 
porando a sus aguas otros problemas análogos, para formar un cuerpo 
de doctrina que se puede llamar Cáleulo integral, el cual avanza lenta. 
mente, resolviendo los psoblemas uno a uno, con artificios especiales, а 
voces ingeniosísimos, porque la sumación se presenta de modo distinto en 
cada uno, y se carece de método general. El otro caudal de ideas está for- 
mado por las numerosas aportaciones al problema de la tangente; se per- 
sigue un procedimiento general válido para todas las curvas y cada ma- 
temático inventa uno distinto en apariencia, pero todos basados en el 
i 6 ), ре Sluse (1652), у más tarde 
erval y Torricelli (1644), .....3 
os de Descartes y Hudde, 


para su flecha sin dar plenamente en el 
blanco, gloria vada a un teólogo inglés, aficionado a las matemáti- 
ens, el cual ideó la determinación de la tangento por el cociente de incre- 
mentes, Tal es la sencilla idea de Barrow, que oscureció a todas las de- 
más. 

El Cálculo difer 
pero sus aguas habi 
incomparablemente m 
taba la idea genial que fu 
también fué Barrow quien dió k 
а del integrando; o bien, con el le 
dren es inverso del problema de la Û 
la sumación de elementos qi 

sencillo. 


whirnhaus (1682), Huy 
sin contar los métodos algebrai 


u cauce con Isaac Barrow (1630-77), 
ilmente, mientras el Cálculo integral, 
quedaba estancado en su progreso, Fal 
diese en uno ambos caudales de pensamiento y 
solución. El área es una función primiti 
¢ de entonces: el problema del 
te. К dificilísimo problema de 
si reducido al eúleulo de tangentes, 
emorable «e 1669 cn q 
jextricable con el que forcejearon cientos de gigantes du 
dos mil años, cude su cátedra de Geometría a su discípulo predilecto 
ewton y se consagra de nuevo а la Teolo 

Desde ese momento culminant 
entes, solo falta elaborar el algoritmo dife 
problemas. ercar la notación adecuada, 
teenieismo; у si піса se su о xe comprende cómo pudo 
crecer inconmensurablemente en tan breve periodo, еп manos de Isaac 
Newton (1642-1727) y de Guiliermo Leibniz (1616-1716). 


onfluyen las dos grandes co. 
ncial, ir complicando los 
ello es simple cuestión de 


Comien: la teoria de lus series de potencias y 
ya en exponencial, el logaritmo, la potencia del 
binomio cualquiera que sea el exponente, las funciones circulares sen X, 


cos x, are sen x, es decir, toda Ia materin expuesta en los actuales trata: 
dos de Cáleulo, salvo el desarrollo de are tg x (y por tanto de т) que es de 
Mengoli (1659), obtenido después por Gregory (1671). 

En el Cálculo integral resuelve los problemas de rectificación de arcos 
cuadratura de superficies y construye tablas de integralos para facilitar 
la resolución efectiva de tales cuestiones (casi todas las de nuestra tabla 
y algunas otras). En el Cálculo diferencial resuelve los problemas de 
máximos y mínimos, coneavidad, convexidad ¢ inflexión, calcula el radio 
de curvatura, ete. En la teoría de ecuaciones diferenciales plantea el doble 
nroblema de formar la ecuación diferencial de una familia de curvas o 
de superficies y el de la integración. que resuelve en algunos casos. 


. Newton era ante tode físico y como tal le interesaba el Cálculo corao 
instrumento de investigación, sin preccupnrse de la pureza de sus con- 
ceptos. Así define la tangente por la condición de contener dos puntos con- 
secutivos de la curva, y el círculo osculador tres puntos consecutivos; así 
es metafísico su concepto de fluxión. En cambio su contrincante Leibniz es 
filósofo y se interesa ante todo por el rigor lógico y pureza de los concep- 
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‘tos: sus definiciones de función algebraica y trascendente, de parámetros, 
de coordenadas curvilíneas, son intachables; su definición de diferencial 
es perfecta y sus notaciones son las que han perdurado hasta nuestros 
días. Esta notación diferencial es el resorte que ha impulsado al Cálcule 
en su rápido progreso. 


Independientemente de Newton obtuvo Leibniz muchos de sus resulta- 
dos, dando origen tal coincidencia а una lamentable polómica que más 
bien fué guerra a muerte entre dos escuelas, dos países y dos tendencias 
políticas. Otros resultados suyos no obtenidos por Newton son: la con- 
vergencia de las series alternadas, derivación parcial, diferenciación de 
productos, cocientes y exponenciales, derivada n-sima e integral n-sima de 
un producto, ecuación explícita de la cicloide, derivación de integrales 
respecto de parámetros, cálculo de envolventes, ccuación de las curvas 
paralelas .evolutas у evolventes, resolución del problema florentino o de 
Viviani (esto es: construir en una bóveda hemisfórica ven.anales cuadra 
bles) integración de funciones racionales por descomposición en fracciones 
simples, ete. 

А modo de ilustración damos el cuadro de notaciones usadas por ambos 
egregios contrincantes: 


Notaciones de Newton Notación ен actuales 


de Leibniz Nota 


Quantitas correlata Variable independiente: € 
Fluente Función: y 

o dt (antes t/a) Incremento: dt 
Fluxión: y dy /dx Derivada: y’ == dy/dx 
Momento: y, o Diferencial: dy Diferencial: dy 


Integral: y Omnia: $1 5 fy.dx. Integral: f y.dx 


PROGRESOS DEL CALCULO INFINITESIMAL EN EL SIGLO XVII 


La nueva ciencia fué acogida muy diversamente por los matemáticos 
de fines del siglo ХУІ. Christian Huygens (1629-95), el genial holandés, 
se esforzó en яп famoso tratado de los relojes de péndulo (1673) en eludir 
el nuevo algoritmo, usando con preferencia los métodos clásicos. Así es- 
tudia las evolutas y evolventes, y descubre el tautocronismo de la cicloide, 
esto es, la notable propiedad de que todo punto abandonado sobre ella en 
cualquier punto, tarda el mismo tiempo en llegar al vértice o punto más 
bajo de la curva, propiedad descubierta simultáneamente por el jesuita 
Pardics. También resolvió este problema propuesto como desafío a diver- 
sos matemáticos: curva descrita por un grave arrastrado con una cadena 
cuyo otro extremo recorre una recta; tal curva fué llamada tractoria por 
Huygens y después se llamó tractriz. 

El aristócrata francés Guillermo Francois, marqués de l'Hospital, (1661- 
1764), fué uno de los más entusiastas propagandistas del muevo método, 
abandonando la vida mundana para consagrarse a él; su tratado de 1696 
fué el primero de Cálculo diferencial y en él aparece la famosa fórmula 
que lleva su nombre, aunque Juan Bernoulli reclamó su prioridad, al pare- 
cer con fundamento. Su nomenclatura es extraña: la coupée es la abscis 
cercle baisant es el círculo osculador; diferencial es la derivada. 

Figuras de segundo orden, a las que se debe sin embargo aportaciones 
dignas de nota, son entre otras las siguientes: 
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Brook Taylor (1685-1731), matemático, músico, pmtor, publicó en 1715 
un folleto que con su centenar de páginas ha ejercido perdurable influjo 
en el desarrollo del Análisis, а pesar de la oscuridad de su estilo y de su 
improsión. En él está contenida la famosa fórmula que lleva su nombre у 
también la que ве designa como de Mac-Laurin, a pesar de que este in- 
signe geómetra la cita en su tratado (1742) como debida a Taylor. Ni uno 
ni otro se preocupan de la convergencia ni de la evaluación del resto u 
mantisa. 

Abraham De Могувы (1667-1754), francés emi 
estudió las series recurrentes (17: 
funciones racionales. 

James Stirling (1696-1770), célebre por la importante fórmula asintó- 
tica para Ja factorial n! (1730). 

Al lado de estos continuadores de Newton, з oportuno citar al famoso 
obispo Berkeley, que sometió el Cálculo de fluxiones а duras criticas, en 
gran purte justificadas. Tal es por ejemplo la que señala una evidente 
contradicción en el método newtoniano, donde el incremento во designa 
por la letra o (que no debe confundirse con el cero) pero al final se 
hace o 0. 

Propulsor máximo del Cálculo infinitesimal fué Jacobo Bernoulli (1664- 
1705). Su primera contribución (1690) fué la integración de la curva iso- 
crona; llamaba así Leibniz a la rampa que amortigua la caída acelerada 
haciéndola uniforme, es decir, la curva tul que un punto сае sobre ella con 
movimiento uniforme respecto de la coordenada vertical. Su ecuación, in- 
grada por Jacobo ез: 


rado a Inglaterra, que 
) y perfeccionó la integración de las 


УЛУС Чу = Y ads 
y en esta memoria introduce por primera vez la palabra integral, que ha 
perdurado, 

Otro problema resuelto por Jacobo fué el de la línea elástica, que desig- 
nó con el nombre de lemniscata, después usado en otro sentido, 

El problema de la catenaria, que ya preocupó a Galileo, sospechando 
que cra parabólica, fué propuesto por Jacobo y con noble emulación lo 
atacuron Huygens, con recursos clásicos, mientras lo resolvían mediante 
el Cúlculo integral Leibniz y Juan Bernoulli, hermano menor y dinci- 
pulo de Jacobo, que así inica su brillante carrera. 

Con ser tan importantes los descubrimientos de Jacobo, en la teoria de 
series (baste recordar los números que llevan su nombre) y sobre todo 
su creación del Cálculo de probabilidades, estaba orgulloso de las propie- 
dados de la espiral logaritmica que llamaba curva maravillosa porque en- 
gendra curvas análogas ligadas a ella (como también acontece con la ci- 
cloide) y por ello pidió que fuese grabada sobre su tumba, con esta le- 
yenda: eadem mutata resurgo. 

La obra de Juan Bermoulli (1667-1748), es también importante. Baste 
un ligero índice: separación de variables en las ecuaciones diferenciales 
(1694), integración de las ecuaciones homogéneas en x, y; ecuación de las 
trayectorias isogonales y en particular ortogonales, de las familias de 
curvas (1697); resolución de las ecuaciones diferenciales que levan el 
nombre de Bernoulli y que en verdad pertenecen a ambos, pues fué pro- 
puesto el problema por Jacobo. 

La emulación científica entre ambos degeneró en violenta lucha en que 
las armas esgrimidas eran problemas matemáticos y de la que salió ga- 
nanciosa la ciencia, pues asi nació el cálculo de variaciones. El problema 
Че la curva de tiempo mínimo fué propuesto por Juan еп 1696 y fué 
resuelto por su hermano así como también por YHospital y por Leibniz, 
quien propuso el nombre de tachystoptota; pero predominó el de braquis- 
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tócrona propuesto por Juan Bernoulli. Otro problema propuesto como de- 
safío por Jacobo y resuelto inmediatamente por Juan, fué éste: encontrar 
la cicloide de base dada tal que por ella llegue el punto en el tiempo. 
mínimo a una vertical prefifada; otro, propuesto por éste y resuelto por 
aquél es el de las geodésicas de una superficie convexa; у así muchos. 
otros problemas cuya dificultad puede sospecharse por la intención y са- 
tegoría de los proponentes, 

Después de estas figuras que atacan problemas concretos aparece el со-. 
loso de la nueva técnica, Leonardo Euler (1707-83), que no deja capítulo 
alguno por explorar; y по sólo en el Cálculo y en el Algebra, sino tam- 
Física matemática. Su obra inmensa desborda los estrechos 
límites de este libro, pero en diversos capitulos hemos encontrado su 
Comenzando por el concepto clásico de función, como expresión: 
compuesta con lu variable por los signos aritméticos (incluso el límite) у 
la notación f (x) hoy usada en lugar de la fx de Bernoulli; la expresión 
de la exponencial como limite de la potencia (1-+2/n)% ; la represen- 
tación por la letra e de la base de logaritmos naturales, y de la letra 
i para la unidad imaginaria, la relación entre la exponencial у las funcio- 
nes circulares; las reglas para calcular límites indeterminados que com- 
pletan la de l'Hospital; la teoría completa de máximos y mínimos para 
Varias variables; las integrales elípticas; las integrales culerianas (entre 
ellos la función que después fué llamada gamma): In integración apro- 
ximada de las ecuaciones de primer orden; las ecuaciones características 
de las funciones analíticas (impropíamente Hamadas de Cauchy-Riemann); 
la ecuación fundamente! del Cálculo de variaciones; ete., ete. Pero este 
índice no du idea de la infinidad de contribuciones eulerianas que en este 
Jibro no han tenido cabida. 

Podríamos decir, en resumen, que toda la materia de este libro era co- 
nocida y en gran parte creada por Euler, si no hubiera algunas ехсерсіо- 
nes: las soluciones singulares, descubiertas ya por Taylor fueron estu 
das por Clairaut (1713-65), genio precoz al que mucho debe la teoría de 
ecuaciones diferenciales, no siendo lo más importante la ecuación que 
lleva su nombre; los sistemas «le ecuaciones diferenciales fueron estudia- 
dos por d'Alembert (1747) y sabido es que lleva su nombre el problema 
de la cuerda vibrante, propuesto por Taylor y resuelto por caminos diver- 
вов por d'Alembert y por Daniel Bernoulli (hijo de Juan), que con Nicolás 1 
y II y Juan Ш. completan la dinastía de los seis Bernoulli matemáticos. 

Pero si toda la materia de esta obra fué obra de los siglos anteriores 
al XIX, el espiritu crítico novecentista asoma en varios-de sus capítu- 
los, en la medida que consiente su finalidad práctica. El concepto euleria- 
no de funcion no permite explicar el problema de la cuerda vibrante, la 
cual puede adoptar forma inicial arbitraria no representable por una expre- 
sión aritmética; y fué precisamente esta contradicción, que dejó perplejo 
a Euler, sin atinar con la solución, lu que señala cl comienzo de la Mate- 
matica moderna, edificada sobre el concepto de función debido a Dirichlet, 
que es el adoptado en toda esta obra, y que permite llegar al magno des- 
cubrimiento de Fourier (1822). Este mismo concepto de función ha per- 
mitido abordar el problema de las funciones implicitas, los teoremas de 
existencia de las ecuaciones diferenciales y otras cuestiones capitales 
que fueron oscuramente esbozadas en el siglo хуш y sobre las cuales 
arrojó la centuria sirviente vivísima luz. 

La magna trinidad de matemáticos franceses que brilla en los confines 
de los siglos XVIII y XIX: Lagrange, Legendre, Laplace, y los no menos 
excelsos nombres de Gauss. Cauchy. Riemann, Weierstrass, que llenan el si- 
gio XIX. aparecen más de una vez en estas páginas, proyectando sobre: 
ellas la sombra de algunas de sus creaciones inmortales. 
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